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前 言 

 

近年来，惯性技术不论在军事上、工业上，还是在民用上，特别是消费电子产品领域，都获得了广

泛的应用，大到潜艇、舰船、高铁、客机、导弹和人造卫星，小到医疗器械、电动独轮车、小型四旋翼

无人机、空中鼠标和手机，都有惯性技术存在甚至大显身手的身影。相应地，惯性技术的研究和开发也

获得前所未有的蓬勃发展，越来越多的高校学生、爱好者和工程技术人员加入到惯性技术的研发队伍中

来。 

惯性技术涉及面广，涵盖元器件技术、测试设备和测试方法、系统集成技术和应用开发技术等方面，

囿于篇幅和作者知识面限制，本书主要讨论捷联惯导系统算法方面的有关问题，包括姿态算法基本理论、

捷联惯导更新算法与误差分析、组合导航卡尔曼滤波原理、捷联惯导系统的初始对准技术、组合导航系

统建模以及算法仿真等内容。希望读者参阅之后能够对捷联惯导算法有个系统而深入的理解，并能快速

而有效地将基本算法应用于解决实际问题。 

本书在编写和定稿过程中得到以下同行的热心支持，指出了不少错误之处或提出了许多宝贵的修改

建议，深表谢意： 

西北工业大学自动化学院：梅春波、刘洋、沈彦超、肖迅、牟夏、郑江涛、刘士明、金竹、冯理成；

航天科工第九总体设计部：王亚军；…… 

书中缺点和错误在所难免，望读者不吝批评指正。 

 

作 者    

2016 年 9月 
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1.1 捷联惯导算法简介 

在捷联惯导系统（SINS）中惯性测量器件（陀螺和加速度计）直接与运载体固联，通过导航计

算机采集惯性器件的输出信息并进行数值积分求解运载体的姿态、速度和位置等导航参数，这三组

参数的求解过程即所谓的姿态更新算法、速度更新算法和位置更新算法。特别在恶劣的高动态环境

下，高精度的 SINS 对惯性器件性能和导航算法精度的要求都非常苛刻，由于高精度惯性器件往往

价格昂贵并且进一步提升精度异常困难，所以在影响 SINS 精度的所有误差源中要求因导航算法引

起的误差比重必须很小，一般认为应小于 5%。姿态更新算法是 SINS 算法的核心，对整个系统的

解算精度影响最为突出，具有重要的研究和应用价值。传统的姿态更新算法有欧拉角法、方向余弦

阵法和四元数法等方法，这些方法直接以陀螺采样输出作为输入，使用泰勒级数展开或龙格—库塔

等方法求解姿态微分方程，未充分考虑转动的不可交换性误差问题。传统姿态更新算法在理论上可

以通过提高采样和更新频率来提高解算精度，但实际陀螺采样频率又受限于传感器的带宽和噪声水

平，因此传统算法的精度提升空间相对有限，仅适用于对解算精度要求不太高的场合。 

早在 1775 年，欧拉就提出了等效旋转矢量的概念，指出刚体的定点转动（即绕固定点的任何

有限角位移）均可用绕经过该固定点的某轴的一次转动来实现，建立了刚体上单位矢量在转动前后

的变换公式。1840 年，罗德里格使用后人称之为罗德里格参数的表示方法，推导了相继两次转动

的合成公式，它与 Hamilton 在 1843 年发明的四元数乘法表示是一致的。研究表明，相继多次的定

点转动问题可用一系列的姿态变化量（变化四元数或变化矩阵）相乘来描述，每个姿态变化量与对

应转动的等效旋转矢量之间存在转换公式，使用等效旋转矢量计算姿态变化量不存在任何原理上的

误差。因此，现代的 SINS 姿态更新算法研究的关键就在于如何使用陀螺输出构造等效旋转矢量，

以尽量减小和避免不可交换性误差，后续再使用等效旋转矢量计算姿态变化量和进行姿态更新将变

得非常简单，而不象传统方法那样，直接使用陀螺输出进行姿态更新容易引起不可交换性误差。 

1949 年，Lanin 在研究火控系统的过程中详细地分析了空间转动合成的性质，推导了由等效旋

转矢量确定转动角速度的公式，但是由于缺少更好的应用背景驱动（比如后来 SINS 发展的迫切需

求）因而未能获得广泛的研究重视。19 世纪 50 年代是机械陀螺仪飞速发展的一个重要时期，也正

是在那时发现了著名的圆锥运动现象，即当陀螺仪在其旋转轴和输出轴出现同频不同相的角振动

时，尽管其输入轴净指向不变（在整体上没有随时间改变的趋势项），但陀螺仪还是会敏感到并输

出常值角速率。1958 年，为揭示圆锥运动现象产生的根源，Goodman 建立了刚体转动的等效旋转

矢量与角速度之间的关系式，后人称之为 Goodman-Robinson 定理，该定理从几何上将转动不可

交换性误差的坐标分量描述为单位球面上的一块有向面积，其面积由对应动坐标轴在单位球面上扫

过的曲线与连接该曲线端点的大圆围成，Goodman 借助二维 Green 积分理论获得了不可交换性误

差的近似公式。1969 年，基于 Goodman 近似公式，Jordon 在假设陀螺角增量输出为二次多项式



 7 

条件下提出了等效旋转矢量的“pre-processor”算法，它与后来发展的等效旋转矢量二子样算法完

全一致。1969 年，Bortz 在其博士论文中详细推导了等效旋转矢量微分方程（1971 年正式发表，

后人称之为 Bortz 方程），它是利用陀螺输出求解等效旋转矢量的基本公式，奠定了等效旋转矢量多

子样算法的理论基础。在实际应用时一般需对较复杂的 Bortz 方程做近似处理，事实上，其简化结

果与 Goodman 公式完全一致，它也可以根据 Laning 公式简化获得。 

1983 年，Mille 采用在圆锥运动条件下使算法漂移误差最小作为评价标准，推导了等效旋转矢

量三子样优化算法。1990 年，Lee 研究了四子样优化算法。1992 年，Jiang 研究了利用本更新周

期内的三子样及前更新周期内的角增量计算旋转矢量的优化算法。1996 年，Ignagni 提出了由陀螺

角增量构造等效旋转矢量的通式，并给出了多达 10 种类型的等效旋转矢量算法。1999 年，Park

总结提出了各子样下求解圆锥误差补偿系数和算法漂移误差估计的通用公式。至此，从理论上看，

在理想的圆锥运动条件下的不可交换性误差补偿问题得到了比较完美的解决。 

应注意到，对于前述所有研究的等效旋转矢量误差补偿算法，它们都是在陀螺输出等间隔采样

的前提条件下推导的。在圆锥运动条件下，Ignagni 指出任意两次陀螺角增量采样之叉乘积对圆锥

误差补偿的贡献，与陀螺采样的绝对时间无关，而只与两次采样之间的相对时间距离有关。利用这

一性质，在等效旋转矢量误差补偿周期内，可将等间隔 n 子样下的所有可能的 n(n-1)/2 个叉乘积组

合简化合并为 n-1 个叉乘积，相应地可供调整的圆锥误差补偿系数的数目也就减少为 n-1 个。但是，

如果陀螺输出为非等间隔采样，即 n 子样的每两个采样间隔之间互不相等，则不能对 n(n-1)/2 个叉

乘积组合再做任何简化合并，也就意味着增加了圆锥误差补偿系数的数目，有利于提高误差补偿精

度。 

Ignagni 将在圆锥运动下求解的圆锥误差补偿算法应用于多项式形式的角运动，结果显示漂移

误差与等效旋转矢量误差补偿周期的四次方成正比，该幂次不随子样数的增加而减小。这说明在一

种角运动条件下建立的不可交换性误差补偿算法，并不能保证也完美地适用于另一种角运动。幸运

的是，实际系统中多项式角运动的持续时间往往不会很长，不容易像频繁出现的圆锥运动那样诱发

长时间的姿态漂移误差累积，所以一般认为算法首先应当考虑尽量减少圆锥运动漂移误差。1995

年，Musoff 提出了以比圆锥运动更一般化的雅克比椭圆函数（Jacobian elliptic function, JEF）作为

测试不可交换性误差补偿效果的角运动标准，仿真结果显示圆锥误差补偿优化算法在 JEF 下误差也

稍微有所增大，但是在理论上很难使用 JEF 来指导误差补偿系数的进一步优化，因而 JEF 标准并

未被广泛接受。本文中将以圆锥运动和多项式角运动两者同时作为误差补偿算法的检验标准。虽然

圆锥误差补偿算法在多项式角运动下具有一定的漂移误差，但是经仔细对比分析发现，在各个等效

旋转矢量补偿周期内，通过调整陀螺采样间隔大小可以改变多项式角运动下漂移误差的正负方向，

使得前后补偿周期内漂移误差恰好相互抵消，因而从长时间上看能够有效抑制漂移误差的累积。 

捷联惯导的基本概念在 19 世纪 50 年代就已经提出了，但是由于当时计算机的运算能力极其有

限，在算法发展的早期阶段姿态更新通常采用双速回路算法方案：高速回路（e.g.,400Hz-10kHz）

使用简单的一阶算法补偿由角振动引起的姿态不可交换性误差；中速回路（e.g.,50Hz-200Hz）以

高速回路的处理结果作为输入再使用相对复杂的高阶算法进行姿态矩阵或四元数更新。双速回路算

法的结构设计和实现过程都稍显繁琐，它只是在计算机运算能力低下时期所采取的权宜之策，随着

通用计算机技术的飞速发展，尤其是 80 年代中后期之后，导航计算机的运算能力就不再是导航算

法研究中需要着重关注的问题。双速回路算法的结构研究已经成为历史，目前的计算机完全能够满

足高速高精度姿态更新解算的要求。 

1998 年，Savage 相继发表的两篇论文对整体捷联惯导数值算法进行了比较全面的总结，但相
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对于普通技术人员而言，其算法描述过于繁杂，给具体实现带来了很大的不便或困惑。 

1.2 Kalman 滤波与组合导航原理简介 

如果信号受噪声干扰，为了从量测中恢复出有用信号而又要尽量减少干扰的影响，常常采用滤波器

进行信号处理。使用经典滤波器时假定信号和干扰的频率分布不同，通过设计特定的滤波器带通和带止

频段，实现有用信号和干扰的分离。但是，如果干扰的频段很宽，比如白噪声，在有用信号的频段范围

内也必然会存在干扰，这时经典滤波器对滤除这部分干扰噪声无能为力。若有用信号和干扰噪声的频带

相互重叠，信号处理时通常不再认为有用信号是确定性的，而是带有一定随机性的。对于随机信号不可

能进行准确无误差的恢复，只能根据信号和噪声的统计特性，利用数理统计方法进行估计，并且一般采

取某种统计准则使估计误差尽可能小。借用经典滤波器的术语，这种针对随机信号的统计估计方法也常

常称为滤波器，或称为现代滤波器以区别于经典滤波器，但须注意经典滤波器和现代滤波器之间是有本

质区别的。 

1 Kalman 滤波 

早在 1632 年，伽利略（Galileo Galilei）就尝试用各种误差函数最小化的方法提出了估计理论问题。

1801 年，数学家高斯（Karl Gauss）将最小二乘估计法应用于谷神星的轨道跟踪和预测，取得了良好的

效果。最小二乘估计以观测残差平方和最小作为估计准则，它不需要关于量测的任何统计信息，算法简

单且实用性强，在参数估计领域获得了广泛的应用。但是，通常情况下最小二乘估计只能应用于静态参

数估计，而不适用于动态系统的状态估计。 

20 世纪 40 年代初期，维纳（Norbert Wiener）开始将统计方法应用于通信系统和控制系统的研究

中，提出了著名的维纳滤波理论。同一时期，柯尔莫哥洛夫（Andrey Kolmogorow）也进行了类似的研

究。维纳滤波一种从频域角度出发设计滤波器的方法，它根据有用信号和干扰信号的功率谱特性，通过

构造和求解维纳—霍夫（Wiener-Hopf）方程得到最佳滤波器的传递函数，给出了最小均方误差意义下

的稳态解。但是，在一般情况下求解维纳—霍夫方程极为困难，甚至是不可能的。此外，维纳滤波仅适

用于低维平稳随机过程，人们试图将它推广到高维和非平稳情况，但都因无法突破计算上的困难而难以

实用，这严重限制了维纳滤波的普及。维纳滤波在历史上有着非常重要的作用和独特的地位，它首次将

数理统计理论和线性系统理论有机结合起来，形成了对随机信号进行估计的新理论，虽然维纳滤波不适

合用于状态估计，但是它在信号处理和通信理论中依然十分有用。 

1960 年，Rudolf Kalman 将控制系统状态空间的概念引入随机估计理论中，建立了随机状态空间模

型，利用了随机状态方程、量测方程以及激励白噪声的统计特性，构造估计算法对随机状态进行滤波估

计，后来被称为 Kalman 滤波。在 Kalman 滤波中，所有利用的信息都是时域内的参量，它不但可以应

用于一维平稳的随机过程，还可应用于多维非平稳过程，这就避免了 Wiener 滤波器设计的困境。Kalman

滤波是一套由数字计算机实现的实时递推算法，它以随机系统的量测作为滤波器的输入，滤波器的输出

是对系统状态作最优估计，这一特征与确定性控制系统中的状态观测器非常相似。 

在 Kalman 滤波器出现以后，估计理论的发展基本上都是以它为基础的一些推广和改进。 

20 世纪 60 年代，卡尔曼滤波在美国的太空计划中获得了成功的应用，但是由于当时计算机字长较

短，滤波器在实现过程中有时会出现一些问题，即计算机求解均方误差阵时容易出现无穷大情况，导致

滤波发散。平方根滤波是一种在数学上增加卡尔曼滤波精度的方法，Potter 为“阿波罗”太空计划开发了

第一个平方根滤波算法，它推动了后来一些其他平方根滤波方法的研究，比如 Bierman 提出的 U-D 分

解滤波。平方根滤波精度性能的提升是以增加计算量为代价的，目前，随着计算机硬件技术的发展，普
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遍采用双精度浮点数进行计算和存储，多数情况下不必再像过去那样过于关注和当心数值问题了。 

卡尔曼滤波是基于线性系统的估计方法，一般只能适用于线性或者非常接近于线性的非线性问题，

对于非线性比较明显的问题，卡尔曼滤波往往不能给出满意的结果，需要采用非线性估计方法。最为广

泛采用的非线性估计方法是 EKF（扩展卡尔曼滤波），它通过泰勒级数展开，对非线性函数进行线性近

似。同样，以泰勒级数展开为基础，若保留二阶项则称为二阶卡尔曼滤波方法，理论上二阶滤波降低了

EKF 的线性化误差，会得到比 EKF 稍好的估计性能，但这是以高复杂性和计算量为代价的。 

随着系统规模的不断增大，如何有效处理多个传感器测量信息的问题被提出并得到了广泛的研究。

传统的方法是采用集中式 Kalman 滤波，将所有测量信息送到中心处理器进行集中处理，虽然它的处理

结果是全局最优的，但是这种处理方式存在通信负担重、计算量大和容错性能差等缺点。Speyer 从分散

控制的角度提出了多处理器结构的思想，每个传感器都有自己的处理器，处理包括自身在内的所有传感

器的测量信息，得到的估计结果既是局部最优的也是全局最优的。Willsky 对 Speyer 的方法进行了改进，

提出了一个中心处理器（主）加多个局部处理器（子）的结构方式，主处理器完成各个子处理器结果的

合成，各子处理器间不要求通信联系，因而是相互独立的。Carlson 对分散滤波算法做了重大改进，提

出了联邦滤波算法，采用信息分享原理，把全局状态估计信息和系统噪声信息分配给各个子滤波器，且

不改变子滤波器算法的形式，联邦滤波具有实现简单、信息分享方式灵活、容错性能好的诸多优点。 

2 组合导航 

将运载体从起始点引导到目的地的技术或方法称为导航，导航系统提供的信息主要有姿态、方位、

速度和位置，甚至还包括加速度和角速率，这些信息可用于运载体的正确操纵和控制。随着技术的发展，

导航系统的种类越来越多，比如惯导系统、卫星导航系统、磁罗盘、里程仪/多普勒测速仪/空速计、气

压高度表/雷达高度表、地标点/地图匹配等。这些导航系统各有特色，优缺点并存，比如惯导系统的优

点是自主性强、动态性能好、导航信息全面且输出频率高，但其缺点是误差随时间不断累积，长期精度

差；卫星导航系统的优点是精度高、误差不随时间增大，缺点是导航信息不够全面、频带窄、信号容易

受到干扰、在室内等环境下接收不到卫星信号而无法使用。在许多对导航性能要求苛刻的任务中，无论

是精度要求高还是可靠性要求高，任何单一的导航系统可能都无法满足要求，这就需要使用多种导航系

统同时对运载体进行导航信息测量，再对所有测量信息作综合处理（包括检测、结合、相关和估计），

从而得到更为准确和可靠的导航结果。这种对多种导航信息作综合处理的技术就称为组合导航技术。从

上述对惯导和卫星导航的优缺点描述中可以看出，两者性能具有非常强的互补性，因而惯性/卫星组合导

航被公认为是最佳的组合导航方案。 

组合导航系统的设计一般都采用 Kalman 滤波器，Kalman 滤波器最早和最成功的应用实例便是在

导航领域。1960 年卡尔曼在美国国家航空航天局埃姆斯研究中心（NASA Ames Research Center）访

问时，Stanley Schmidt 发现卡尔曼滤波方法对于解决阿波罗计划的轨道预测很有用，后来阿波罗登月飞

船的导航系统便使用了卡尔曼滤波器，通常认为 Schmidt 首次实现了 Kalman 滤波器。此外，美国在航

天飞机、潜艇和无人航空航天飞行器（比如巡航导弹）上均使用了 Kalman 滤波器。 
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在捷联惯导系统的姿态、速度和位置更新算法中，姿态算法对整个系统精度的影响最大，它是算法

研究和设计的核心。在非定轴转动情况下，描述姿态运动的微分方程是非线性的，其离散化求解会引起

转动不可交换误差。现代高精度的捷联惯导中，陀螺仪往往采用角增量信号输出方式，利用角增量构造

等效旋转矢量以补偿和降低不可交换误差，是目前主流姿态算法的基础。 

本章先介绍一些有关于刚体转动或坐标系变换的数学基础知识，之后重点讨论等效旋转矢量微分方

程的推导及其离散化求解方法。 

2.1 三维矢量及其反对称阵 

2.1.1 一些重要的矢量运算关系 

 这里介绍一些重要的矢量运算关系，在后文中需要用到。 

已知在立体解析几何中的三重矢积公式 

1 2 3 1 3 2 1 2 3( ) ( ) ( )   V V V V V V V V V                       （2.1-1） 

其中，符号“ ”表示两向量点乘运算， ( 1,2,3)i i V 表示三维空间中的矢量。特别地，若令
1 2 V V V ，

则根据上式有 
2

3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )      V V V V V V V V V V V V V               （2.1-2） 

其中，记模值 T  V V V 。将上式移项，可得 

2

3 3 3( ) ( )    V V V V V V V                          （2.1-3） 

假设u是与V 同方向的单位矢量，即 /u V ，显然有 1u 。如果V 是时变矢量，对 V u的两
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边同时求导，可得 

 


   
V

V u V u V u u                           （2.1-4） 

由于固定长度的矢量及其变化率（矢端速度）之间是相互垂直的，即有 u u 0，因而上式可简化为 





V V

                                   （2.1-5） 

将式（2.1-5）两边同时乘以V ，并考虑到式（2.1-3），得 
2( ) ( ) ( )

 
  

    
   

V V V V V V V V V V
V V                （2.1-6） 

若对单位矢量u求导，并将上式代入，可得 

2 2 3

( ) / +d( / ) ( )

dt

    

  

          
V V V V VV V V V V V

u           （2.1-7） 

另外，由上式中的
2

 






V V
u 两边同时右叉乘u，可得 

2 3 2

   

   

    
    

V V V V V V V V V
u u                    （2.1-8） 

2.1.2 反对称阵 

两个三维列向量
T

1 1 1 1x y zV V V   V 和
T

2 2 2 2x y zV V V   V 之间的叉乘积，可利用行列式计算规则

表示为 

1 2 1 2

1 2 1 1 1 1 2 1 2

2 2 2 1 2 1 2

( )

y z z y

x y z x z z x

x y z x y y x

V V V V

V V V V V V V

V V V V V V V

 
 

     
  

i j k

V V                   （2.1-9） 

另一方面，若计算由向量
1V 中各元素构造的某种特殊矩阵与向量

2V 之间的矩阵乘法，可得 

1 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2

0

0 ( )

0

z y x y z z y

z x y x z z x

y x z x y y x

V V V V V V V

V V V V V V V

V V V V V V V

     
    

       
         

                （2.1-10） 

比较式（2.1-9）与式（2.1-10），容易发现它们的右端结果完全相同，因此，可记式（2.1-10）左端的特

殊矩阵如下 

0

( ) 0

0

z y

z x

y x

V V

V V

V V

 
 

   
  

V                           （2.1-11） 

并将其称为向量
T

x y zV V V   V 的反对称阵。引入反对称阵概念后，两向量之间叉乘运算可等价表示

为前一向量的反对称阵与后一向量之间的矩阵乘法运算，亦即 

1 2 1 2( )  V V V V                              （2.1-12） 

以后会看到，这一简单改写方式在许多场合会带来很大的便利。 

如果V 是实向量（以后在涉及反对称阵时未特别说明均作此假设），显然有 

H T( ) ( ) ( )     V V V                           （2.1-13） 

其中，右上标“H ”表示 Hermite 转置，即共轭转置。 

不难验证下式成立： 
2 2

H H 2 2

2 2

( ) ( ) ( )( )

y z x y x z

x y x z y z

x z y z x y

V V V V V V

V V V V V V

V V V V V V

   
 

         
    

V V V V             （2.1-14） 



 12 

可见，反对称阵 ( )V 是正规矩阵(Normal Matrix)。根据矩阵理论知，正规矩阵可酉相似于对角阵，且不

同特征值对应的特征向量两两正交。下面求解 ( )V 与对角阵之间的相似变换关系。 

首先，计算 ( )V 的特征多项式 

2 2

3 2 2 2

3 2

( ) det[ ( )]

( ) ( ) ( )

( )

z y

z x

y x

x z z x y y x z y

x y z

V V

f V V

V V

V V V V V V V V V

V V V



  



   

 

  



    



      

   

 

I V

                 （2.1-15） 

其中， 2 2 2

x y zV V V    V 是向量V 的模值。 

令特征多项式 ( ) 0f   ，可解得 ( )V 的三个特征值如下 

1 2 30, j , j                              （2.1-16） 

当 2 2 0x yV V  时，不难求得与上式三个特征值相对应的单位特征向量，分别为 

1 2,3
2 2

2 2

j
1 1

, j
2( )

x x z y

y y z x

x y
z x y

V V V V

V V V V
V V

V V V




 

  
  

     
       

u u                  （2.1-17） 

而当 0x yV V  （甚至 0x y zV V V   ）时，可选择单位正交特征向量如下 

1 2,3

0 1
1

0 , j
2

1 0

   
   

 
   
      

u u                           （2.1-18） 

实际上，反对称阵 ( )V 的复单位特征向量是不唯一的（见附录 I 练习题 2），式（2.1-17）和（2.1-18）

只给出了其中一组。 

如记 

 1 2 3 1 2 3, diag( )   U u u u Λ                 （2.1-19） 

可验证有 H U U I ，因此U 是酉矩阵。 

根据矩阵特征值与特征向量之间的关系，有 

( ) V U UΛ                                 （2.1-20） 

上式两边同时左乘 1
U ，得 

1( ) Λ U V U                                （2.1-21） 

至此，验证了 ( )V 可酉相似于对角阵，并求得了相应的相似变换矩阵U 。 

最后，给出反对称阵的幂方公式，如下 
1 0( ) ( )  V V  
2 T 2 0 2( ) ( )     V VV I V  
3 2 T 2 T 2 2 2

1 3( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )                    V V V VV I V VV V V V V V0  

4 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )      V V V V  

5 2 3 T 2 2 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )             V V V VV I V V  

6 3 3 2 2 4 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                  V V V V V V  

 

综上，可写出通式 

http://baike.baidu.com/view/689250.htm
http://baike.baidu.com/subview/475996/475996.htm
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( 1)/2 1

( 2)/2 2 2

( 1) ( ) =
( )

( 1) ( ) =

i i

i

i i

i

i





 

 

  
  

 

V
V

V

1,3,5，

2,4,6，
                  （2.1-22） 

2.1.3 反对称阵的矩阵指数函数 

根据哈密顿—凯莱（Hamilton-Cayley）定理，矩阵指数函数 ( )e V 可以展开成 ( )V 的有限项级数形

式，即 

( ) 2

0 1 20

( )
e ( ) ( )

!

i

i
k k k

i






     V V

I V V                    （2.1-23） 

其中，
0k 、

1k 和
2k 为待定系数。 

根据式（2.1-21）和（2.1-23），有 

1

1

( ) 1

0 0

1 ( ) 1 2

0 1 2

1 1 1 1

0 1 2

2

0 1 2

( ) ( )
e e

! !

e ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i
i

i ii i

k k k

k k k

k k k





  

 

  

   

        
 

       

     

  

 Λ U V U

V

U V U V
U U

U U U I V V U

U U U V U U V UU V U

I Λ Λ

              （2.1-24） 

上式两边矩阵都展开成元素分量形式，可得 
1

2

3

2

0 1 1 2 1

2

0 1 2 2 2

2

0 1 3 2 3

e 0 0 0 0

0 e 0 0 0

0 0 e 0 0

k k k

k k k

k k k







 

 

 

    
   

     
      

       （2.1-25） 

将特征值式（2.1-16）代入式（2.1-25），比较两边对角线元素，可得如下方程组 
0

0

j 2

0 1 2

j 2

0 1 2

e

e (j ) (j )

e ( j ) ( j )

k

k k k

k k k





 

 

 


  


    

   即    

0

2

0 1 2

2

0 1 2

1

(j ) cos jsin

(j ) cos jsin

k

k k k

k k k

   

   




   


   

     （2.1-26） 

从上式可解得待定系数 

0 1 2 2

sin 1 cos
1, ,k k k

 

 


                      （2.1-27） 

再将这些待定系数重新代回式（2.1-23），有反对称阵的矩阵函数求解公式 

( ) 2

2

sin 1 cos
e ( ) ( )

 

 

 
    V I V V                     （2.1-28） 

实际上，若直接将式（2.1-22）代入式（2.1-23）的求和符号中，亦可求得上式，即 

( ) 0 1 2 3 4

0

0 1 3 5 2 4 6

2 4 2 4
0 2 2

( ) 1 1 1 1
e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! 1! 2! 3! 4!

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! 3! 5! 2! 4! 6!

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! 3! 5! 2! 4!

i

i i

   






           

   
                  

   

 
              

 

V V
V V V V V

V V V V V V V

V V V V V V
2

2

2

( )
6!

sin 1 cos
( ) ( )

 

 

 
  

 


    

V

I V V

 （2.1-29） 

此外，在式（2.1-24）中有 1 ( )e e Λ V
U U ，据此可得 

31 2( )

1 2 3e e e e e
      

V Λ
U U u u u                    （2.1-30） 

对比上式与式（2.1-20），可知 ( )e V 与反对称阵 ( )V 具有相同的特征向量，它们均为矩阵U 的列向量；

并且矩阵函数 ( )e V 与对角阵eΛ
具有相同的特征值，分别为 
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1

2

3

0

1

j

2

j

3

e e 1

e e cos jsin

e e cos jsin



 

 



  

  

   

    


    

                       （2.1-31） 

根据以上特征值，易知有 H(e ) e Λ Λ
I 成立，所以 eΛ是酉矩阵。由于多个酉矩阵之乘积仍然是酉矩阵，

可知 ( ) 1e e V Λ
U U 也是酉矩阵；此外，式（2.1-28）表明，若V 是实向量则 ( )e V 是实矩阵，所以 ( )e V 必

定是单位正交阵，这一点亦可证明如下： 
T

T
( ) ( ) 2 ( )

2

T
T 2 ( )

2

T 2 ( )

2

( ) ( )

sin 1 cos
e e ( ) ( ) e

sin 1 cos
( ) ( ) e

sin 1 cos
( ) ( ) e

e e

 

 

 

 

 

 

  





  

 
          

 

 
       

 

 
       
 

 

V V V

V

V

V V

I V V

I V V

I V V

I

            （2.1-32） 

值得指出的是，由于 ( ) tr( ) 0det(e ) e e 1   V V ，所以，在所有三阶单位正交阵中只有行列式为 1 者才

可以表示成 ( )e V 的形式，事实上，行列式为 1 的单位正交阵可称为右手直角坐标变换矩阵（反之，行列

式为-1 者可称为左手矩阵）。 

2.2 方向余弦阵与等效旋转矢量 

2.2.1 方向余弦阵 

若用 , ,b b bi j k 分别表示直角坐标系 b b box y z （b 系）坐标轴上的单位矢量，而用 , ,i i ii j k 表示 i i iox y z （ i

系）坐标轴向的单位矢量，则 , ,b b bi j k 可分别用 , ,i i ii j k 表示为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b b i i b i i b i i

b b i i b i i b i i

b b i i b i i b i i

     


     
      

i i i i i j j i k k

j j i i j j j j k k

k k i i k j j k k k

                    （2.2-1） 

实际上，上式表示的正是两直角坐标系之间的基变换公式，将其改写成矩阵的方式，如下 

     
b i b i b i

b b b i i i b i b i b i i i i

b i b i b i

   
 

    
 
    

i i j i k i

i j k i j k i j j j k j i j k P

i k j k k k

        （2.2-2） 

其中， P 为从 i 系到b 系的过渡矩阵（从 i 系到b 系的坐标系变换矩阵），即 

b i b i b i

b i b i b i

b i b i b i

   
 

   
 
    

i i j i k i

P i j j j k j

i k j k k k

                          （2.2-3） 

假设有一个三维矢量V ，它在 i 系和b 系下的投影坐标分别为 
i

x

i i

y

i

z

V

V

V

 
 

  
 
 

V   和  

b

x

b b

y

b

z

V

V

V

 
 

  
 
 

V  

若用投影表示法，则有 
i i i b b b

x i y i z i x b y b z bV V V V V V     V i j k i j k                   （2.2-4） 

而若用坐标表示法，则有 



 15 

   

i b

x x

i b

i i i y b b b y

i b

z z

V V

V V

V V

   
   

   
   
   

i j k i j k                     （2.2-5） 

将式（2.2-2）代入式（2.2-5），可得 

   

i b

x x

i b

i i i y i i i y

i b

z z

V V

V V

V V

   
   

   
   
   

i j k i j k P                     （2.2-6） 

从而有 
i b

x x

i b

y y

i b

z z

V V

V V

V V

   
   

   
   
   

P      即    i b i b

b V PV C V               （2.2-7） 

其中，记 i

b C P为从b 系到 i 系的坐标变换矩阵。 

从几何含义上，不难验证过渡矩阵 P 是单位正交阵（即有 T P P I ），比如对于式（2.2-3）中的第

一行向量 b i b i b i  i i j i j i ，它表示
ii 在b 系的投影，可记为 ( )b

ii ，显然有 ( ) 1b

i i i i ，而第一行向

量与第二行向量点乘为 

    ( ) ( )b b

b i b i b i b i b i b i i i i i        i i j i j i i j j j j j i j i j 0  

同理，可验证 P 中任一行向量为单位向量，且任意两个不同行向量之间正交。 

由于矩阵 i

b C P中的每一个元素均表示两套坐标系（b 系和 i 系）相应坐标轴之间夹角的余弦值，

比如
b ii j 表示坐标轴 box 与 ioy 之间夹角的余弦值，即cos( )b ix oy ，因此常称 i

bC 为方向余弦阵（direction 

cosine matrix, DCM）。 

2.2.2 等效旋转矢量 

参见图 2.2-1，三维空间中的某矢量 r 绕另一单位矢量u转动（设 0  ）角度，得矢量 r ，以下求

解转动前后两矢量 r 与 r 之间的运算关系。 

O

O

A

'A

r r

B



u

u r

( )   r u r u

( )  r r r u r


r

 
图 2.2-1  等效旋转矢量 

不妨假设矢量 r 和单位矢量u具有共同的起始点O ，记 r 的矢端 A在u上的投影为O。若以O为圆

心、O A 为半径作圆，则 r 的矢端 A也在该圆周上。在圆上取一点B 使得O B O A  ，则有 

O B  u r                                  （2.2-8） 

转动前的矢量 r 相对于单位矢量u可分解为平行于u的分量 r 和垂直于u的分量
r ，如下 

OO O A  r    即   
 r r r                         （2.2-9） 

其中 

( ) r r u u                                  （2.2-10） 

( )O B
    r u u r u                             （2.2-11） 

同理，转动后的矢量 r 相对于u也可以分解为平行分量 r 和垂直分量

r ，如下 
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OO O A    r    即   


   r r r                       （2.2-12） 

其中 

 r r                                    （2.2-13） 

cos sin ( ) cos sinO A O B   
        r u r u u r                （2.2-14） 

至此，将式（2.2-10）和式（2.2-14）代入式（2.2-12），可详细展开为 

( ) ( ) cos sin        r r u u u r u u r                     （2.2-15） 

此外，由三重矢积公式（2.1-3），即 2

3 3 3( ) ( )    V V V V V V V ，可得 
2 2( ) ( ) ( ) ( )           r u u u r u u u r u r I u r                 （2.2-16） 

将式（2.2-16）代入式（2.2-15），得 
2 2

2

( ) ( ) cos sin

sin ( ) (1 cos )( )

 

 

         

       



r I u r u r u r

I u u r

Dr

                  （2.2-17） 

其中记 
2sin ( ) (1 cos )( )      D I u u                        （2.2-18） 

式（2.2-17）称为罗德里格（Rodrigues）旋转公式，它建立了转动前后两矢量 r 与 r 之间的线性变换关系，

该变换是转轴u及转角的函数。 

直角坐标系上存在三个坐标轴向单位矢量，也可对它们实施旋转操作。假设有动坐标系b 系与参考

坐标系 i系，两坐标系在起始时刻重合，接着b 系相对于 i 系作定轴转动，即绕通过原点的单位矢量u转

动了角，也就是说， i 系坐标轴的单位矢量 , ,i i ii j k 绕 u转动角得到b 系坐标轴的单位矢量 , ,b b bi j k 。

根据式（2.2-18），可得两坐标轴单位矢量之间的变换关系 

b i

b i

b i





 

i Di

j Dj

k Dk

                                  （2.2-19） 

再假设 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0

, 0 , 1 , 0

0 0 1

i i i

D D D

D D D

D D D

       
       

   
       
              

D i j k         （2.2-20） 

将式（2.2-19）和（2.2-20）代入过渡矩阵式（2.2-2），得 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

D D D

D D D

D D D

     
   

     
   
        

Di i Dj i Dk i

P Di j Dj j Dk j D

Di k Dj k Dk k

             （2.2-21） 

这表明，矩阵D正好是从参考坐标系 i 系到动坐标系b 系的过渡矩阵，它也是从b 系到 i 系的坐标变换矩

阵，可重新记式（2.2-18）为： 
2sin ( ) (1 cos )( )i

b       C I u u                       （2.2-22） 

进一步，若记  u 和   ，则有 u   ，将其代入式（2.2-22），可得 

2

2

sin 1 cos
( ) ( )i

b

 

 


    C I                          （2.2-23） 

这里称为等效旋转矢量（Rotation Vector），根据图 2.2-1，等效旋转矢量的矢量方向表示转轴方向，而

模值大小表示旋转角度大小。从转动的物理含义上看， ( 2 π)k  u ( 0,1,2, )k  表示的是相同的转动，

这可通过将其代入式（2.2-23）进行验证，即 i

bC 与 k 的取值无关。如果限定转角的取值范围0 2π  ，

则等效旋转矢量和方向余弦阵之间存在一一对应关系。从坐标系的定轴转动中可以看出，等效旋转矢量
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（或单位转轴）是一种比较特殊的矢量，它在 i 系和b 系下的坐标值完全相等，即有 i i b b

b C   （或

i bu u ）。有时为了更加明确地显示b 系相对于 i 系的转动关系，可利用下角标进行标注，比如 b

ib（或 b

ibu ）。 

将式（2.2-23）与向量反对称阵的矩阵函数（2.1-27）对比，可看出两者形式上完全一致，这说明式

（2.1-27）中向量具有等效旋转矢量的物理含义。从比较中还可以看出，方向余弦阵的两个共轭特征值

为等效旋转矢量模值的幂指函数 je  ，特征值的幅角表示等效旋转矢量的转角大小；方向余弦阵的第三

个特征值恒为 1，并且与特征值 1 对应的特征向量表示转轴方向。 

若将方向余弦阵 i

bC 看作是等效旋转矢量的函数，可简记为 

( )i

b RVC M                                 （2.2-24） 

并且有 
T( ) ( )b i

i b RV  C C M                            （2.2-25） 

特别地，若分别取  
T

1 1 0 0 、  
T

2 0 1 0 和  
T

3 0 0 1 ，则有 
2

1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

( ) ( ) sin 0 0 1 (1 cos ) 0 0 1 0 cos sin

0 1 0 0 1 0 0 sin cos

i

b RV    

 

     
     

        
     
          

C M I    （2.2-26a） 

2

2 2

0 0 1 0 0 1 cos 0 sin

( ) ( ) sin 0 0 0 (1 cos ) 0 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 sin 0 cos

i

b RV

 

 

 

     
     

     
     
            

C M I    （2.2-26b） 

2

3 3

0 1 0 0 1 0 cos sin 0

( ) ( ) sin 1 0 0 (1 cos ) 1 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

i

b RV

 

   

       
     

     
     
          

C M I     （2.2-26c） 

上述三式分别称为以坐标轴为旋转轴的基本转动，空间的任意转动都可以由三次基本转动合成，参

见附录 A。 

由等效旋转矢量与方向余弦阵之间的一一对应关系可知，方向余弦阵虽然含有 9 个元素，但它只有

3 个独立参数，包含了 6 个约束条件，即行向量之间两两正交（3 个）及每个行向量模值均为 1（3 个）。

3 个独立参数即为 3 个自由度，这与三维空间中的转动自由度是一致的。 

2.3 方向余弦阵微分方程及其求解 

2.3.1 方向余弦阵微分方程 

假设动坐标系（b 系）和参考坐标系（ i系）具有共同的原点，b 系相对于 i 系转动的角速度为
ibω ，

从 i系到b 系的坐标系变换矩阵记为 i

bC ，它是时变矩阵，再假设在 i 系中有一固定矢量 r ，则固定矢量 r

在两坐标系下投影的转换关系（即坐标变换），为 
i i b

br C r                                    （2.3-1） 

将上式两边同时微分，得 
i i b i b

b b r C r C r                                （2.3-2） 

注意到，r 是 i系中的固定矢量，则有 i r 0；由于b 系相对于 i 系的角速度为
ibω ，则在b 系上观察 r

的角速度应为
ibω （或写为

bi ib ω ω ），并且有 b b b

ib  r ω r ，因而式（2.3-2）可化为 

0 ( )i b b i b

b ib b   C ω r C r     即     ( )i b i b b

b b ib C r C ω r            （2.3-3） 

由于上式对于任意固定矢量 r 都成立，所以必定有 

( )i i b

b b ib C C ω                                  （2.3-4） 
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这便是方向余弦阵微分方程，或称为姿态阵微分方程，它建立了动坐标系相对于参考坐标系之间方向余

弦阵与动坐标系运动角速度之间的关系。 

此外，通过如下矢量运算关系 

( ) ( ) ( )i i i b b i b b i b b i

ib b ib b ib b ib i      ω r C ω r C ω r C ω C r  

比较上式两边，可得反对称阵的相似变换公式 

( ) ( )i i b b

ib b ib i  ω C ω C                               （2.3-5） 

根据式（2.3-4）和式（2.3-5），并考虑到 i

bC 是单位正交阵，即有 1 T( ) ( )i i b

b b i

  C C C ，容易证明以

下四种方向余弦阵微分方程是相互等价的： 

( )i i b

b b ib C C ω                                （2.3-6a） 

( )i i i

b ib b C ω C                                （2.3-6b） 

( )b b b

i bi i C ω C                                （2.3-6c） 

( )b b i

i i bi C C ω                               （2.3-6d） 

2.3.2 方向余弦阵微分方程的求解 

以下讨论微分方程 ( )i i b

b b ib C C ω 的求解，为了书写简便，略去各量的上下角标，但明确写出时变量

的时间参数，并记反对称阵 ( ) ( )b

ibt t   Ω ω ，将姿态阵微分方程表示为 

( ) ( ) ( )t t tC C Ω                               （2.3-7） 

显然，这是一个典型的时变系数齐次微分方程，需采用毕卡（Peano-Baker/Picard?）法求解。 

首先，对式（2.3-7）在[0, ]t 时间段上积分，得 

0
( ) (0) ( ) ( )d

t

t     C C C Ω                         （2.3-8） 

由于上式右边第二项被积函数依然含有待求的 ( )tC ，重复使用上式右边整体代入积分号内，第一次代入，

得 

1 1 1
0 0

1 1 1
0 0 0

1 1 1
0 0 0

( ) (0) (0) ( ) ( )d ( )d

(0) (0) ( )d ( ) ( )d ( )d

(0) ( )d ( ) ( )d ( )d

t

t t

t t

t






    

      

      

   
  

  

   
  

 

  

  

C C C C Ω Ω

C C Ω C Ω Ω

C I Ω C Ω Ω

          （2.3-9） 

第二次代入，可得 

1

1 1
0 0 0

2 2 2 1 1
0 0 0

( ) (0) ( )d ( )d ( )d

( ) ( )d ( )d ( )d

t t

t

t


 

     

      

   
  



  

  

C C I Ω Ω Ω

C Ω Ω Ω

              （2.3-10） 

依此不断代入，便可得到以无限重积分表示的所谓的毕卡级数 

1

1 1
0 0 0

2 2 1 1
0 0 0

( ) (0) ( )d ( )d ( )d

( )d ( )d ( )d

t t

t

t


 

     

     

  


 


  

  

C C I Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

            （2.3-11） 

上述级数是收敛的，但一般情况下得不到闭合形式的解，只有在如下特殊情形下才能得到闭合解。 

 对于任意时间参数 , [0, ]t T  ，假设转动角速度满足可交换性条件 

( ) ( ) ( ) ( )t t Ω Ω Ω Ω                          （2.3-12） 

则有 

0 0
( ) ( )d ( ) ( )d

t t

t t    Ω Ω Ω Ω   即  
0 0

( ) ( )d ( )d ( )
t t

t t    Ω Ω Ω Ω      （2.3-13） 

现计算以下微分 
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 
2

0 0 0

0 0 0

d d
( )d ( )d ( )d

d d

( ) ( )d ( )d ( ) 2 ( )d ( )

t t t

t t t

t t

t t t

     

     

      
          

  

  

  

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

          （2.3-14） 

注意，上式的最后一个等号是在式（2.3-12）条件下才能成立的。根据式（2.3-14），有如下积分成立 
2

1 1
0 0 0

1
( )d ( )d ( )d

2

t t

      
    Ω Ω Ω                     （2.3-15） 

同理，有 

2 1
2 3

2 2 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

1 1
( )d ( )d ( )d ( )d ( )d ( )d

2 6

t t t  

               
           Ω Ω Ω Ω Ω Ω     （2.3-16） 

等等。 

至此，在可交换条件（2.3-12）下，毕卡级数式（2.3-11）可简化成闭合解形式 

0

2 3

0 0 0

( )d

1 1
( ) (0){ ( )d ( )d ( )d }

2! 3!

(0)e

t

t t t

t

 

            
      



  

Ω

C C I Ω Ω Ω

C

         （2.3-17） 

下面说明可交换条件式（2.3-12）的几何含义。 

设角速度的分量形式为
T

1 1 1( ) x y zt      ω 和
T

2 2 2( ) x y z      ω ，则有 

  
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

y y z z y x z x

x y x x z z z y

x z y z x x y y

t t

       

         

       

  
 

      
   

Ω Ω ω ω     （2.3-18） 

  
1 2 1 2 2 1 2 1

2 1 1 2 1 2 2 1

2 1 2 1 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

y y z z y x z x

x y x x z z z y

x z y z x x y y

t t

       

         

       

  
 

      
   

Ω Ω ω ω     （2.3-19） 

令上述两式相等，可解得 

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

x y x y

x z x z

y z y z

   

   

   





 

                             （2.3-20） 

如果式（2.3-20）中所有的角速率分量都不为 0，则有 

11 1

2 2 2

yx z

x y z

 

  
                               （2.3-21） 

这表示在时间段[0, ]T 内，b 系相对于 i系的转动角速度方向始终不变，即为定轴转动；如果式（2.3-20）

中某些角速率分量为 0，也容易得出该转动是定轴转动的结论；如果所有角速度分量均为 0，即为静止，

它亦可视为定轴转动的特殊情形。综合上述三种情况，说明闭合解式（2.3-17）只有在定轴转动情形下

才能严格成立。 

记角增量
0

( ) ( )d
t

t   θ ω 且模值 ( ) ( )t t  θ ，考虑到矩阵指数函数式（2.1-27），则有 

   0
( )d 2[ ( ) ]

2

sin ( ) 1 cos ( )
e e ( ) ( )

( ) ( )

t

t t t
t t

t t

   

 

       
Ω

θ
I θ θ          （2.3-22） 

因此，式（2.3-17）可简写为 
0( ) (0) tt C C C                               （2.3-23） 

其中 

   
20

2

sin ( ) 1 cos ( )
( ) ( )

( ) ( )
t

t t
t t

t t

 

 


    C I θ θ                   （2.3-24） 

若将时间区间从[0, ]t 更改为
1[ , ]m mt t

，且假设已知
1mt 
时刻的方向余弦阵为

( 1)

i

b mC ，
1[ , ]m mt t

时间段

的角增量为
1

( )d
m

m

t
b

m ib
t

t t


 Δθ ω 且记模值
m m  Δθ ，则求解

mt 时刻的姿态阵
( )

i

b mC 的公式为 
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( 1)

( ) ( 1) ( )

i i b m

b m b m b m



C C C                           （2.3-25） 

( 1) 2

( ) 2

sin 1 cos
( ) ( )b m m m

b m m m

m m

 

 

   
    

 
C I Δθ Δθ             （2.3-26） 

上述两式便是姿态阵离散化更新的递推计算公式。值得注意的是，式（2.3-26）严格成立的前提条件是b

系在时间
1[ , ]m mt t

内必须是定轴转动，该式与式（2.2-23）相比，两者在形式上完全一致，因而可以认为

定轴转动时角增量
mΔθ 是以

1( )mb t 
系为参考， ( )mb t 系相对于

1( )mb t 
系转动的等效旋转矢量；否则，如果

可交换性条件式（2.3-12）不成立，依然简单地利用式（2.3-26）进行计算将会引起姿态求解的不可交换

误差，不可交换性是时变系统的普遍特性。 

同理，类似于式（2.3-25）和（2.3-26），可求得另一种姿态阵微分方程表示形式 ( )b b b

i bi i C ω C 的更

新公式，为 
( ) ( ) ( 1)

( 1)

b m b m b m

i b m i



C C C                         （2.3-27） 

( ) 2

( 1) ' 2

sin 1 cos
( ) ( )

( )

b m m m
b m m m

m m

 

 


   
     

 
C I Δθ Δθ             （2.3-28） 

其中，
1

( )d
m

m

t
b

m bi
t

t t


  Δθ ω 、
m m   Δθ 。显然，由于 ( ) ( )b b

bi ibt t ω ω ，所以有
m m
  Δθ Δθ 和

T
( ) ( 1)

( 1) ( )

b m b m

b m b m




   C C 。 

对于非定轴转动下的姿态更新方法，主要是通过等效旋转矢量算法进行不可交换误差补偿，这些内

容将在后续章节详细介绍。 

2.4 姿态更新的四元数表示 

四元数（quaternion）的概念最早在 1843 年由数学家哈密顿（W R Hamilton）提出，它可用于描

述刚体转动或姿态变换，与方向余弦阵相比，四元数表示方法虽然比较抽象，但却十分的简洁。 

2.4.1 四元数的基本概念 

顾名思义，四元数就是包含四个元的一种数，可表示为 

0 0 1 2 3vq q q q q     Q q i j k                         （2.4-1） 

其中，
0q 、

1q 、
2q 和

3q 都是实数， 0q 称为实部、
1 2 3v q q q  q i j k 称为虚部。四元数可以看作是复数

概念的扩充，有时也称其为超复数，当
2 3 0q q  时四元数即退化为复数。四元数的虚数单位 , ,i j k之间

满足如下乘法运算规则 

1

, , , , ,

   


        

i i j j k k

i j k j k i k i j j i k k j i i k j
       （2.4-2a） 

即 
2 2 2 1    i j k ijk        （哈密顿公式）         （2.4-2b） 

其中，运算符“ ”表示四元数乘法运算，在不引起歧义的情况下可写成“  ”号或直接省略。式（2.4-2a）

中第一行运算规则与复数中虚数的运算规则完全相同；第二行运算规则与三维向量空间中坐标轴单位矢

量的叉乘运算规则相同。四元数可以看作是四维空间中的一种数，但因其虚部单位矢量的叉乘运算特点，

也可将四元数的虚数部分
1 2 3v q q q  q i j k 看成是在三维空间中的映象（image），反之，一个三维矢

量可以看作是一个零标量四元数。 

假设有如下三个四元数 

0 0 1 2 3vp p p p p     P p i j k                        （2.4-3a） 

0 0 1 2 3vq q q q q     Q q i j k                         （2.4-3b） 
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0 0 1 2 3vs s s s s     S s i j k                          （2.4-3c） 

两个四元数相等当且仅当它们的四个元分别对应相等，即 P Q等价于 

0 0 1 1 2 2 3 3, , ,p q p q p q p q                          （2.4-4） 

两个四元数之间的加（或减法）定义为 

0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

p p p p q q q q

p q p q p q p q

        

       

P Q i j k i j k

i j k
               （2.4-5a） 

或者记为 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )v v v vp q p q        P Q p q p q                  （2.4-5b） 

容易验证，四元数的加法满足交换律和结合律，即有   P Q Q P和 ( ) ( )    P Q S P Q S 。 

考虑到运算规则（2.4-2a），两个四元数的乘法结果为 

0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2

0 2 2 0 2 1 1 3 0 3 3 0 1 2 2 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

p p p p q q q q

p q p q p q p q p q p q p q p q

p q p q p q p q p q p q p q p q

      

       

       

P Q i j k i j k

i

j k

        （2.4-6） 

特别地，两零标量四元数相乘，可得 

1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 2 1 1 3 1 2 2 1

T

( ) ( ) ( ) ( )v v

v v v v

p q p q p q p q p q p q p q p q p q         

   

p q i j k

p q p q
      （2.4-7） 

这是零标量四元数乘法运算规则与三维矢量运算规则之间的关系，上式右边同时包含了矢量的点乘运算

和叉乘运算。实际上，运算规则式（2.4-2a）正是式（2.4-7）应用于坐标轴单位矢量的特殊情形。 

若采用三维矢量运算表示法，四元数乘法可表示为 

0 0 0 0 0 0

T

0 0 0 0

( ) ( )

( ) ( )

v v v v v v

v v v v v v

p q p q p q

p q q p

      

     

P Q p q q p p q

p q p q p q
            （2.4-8） 

在式（2.4-7）中，由于矢量叉乘
v vp q 不满足交换律，因而四元数乘法也不满足交换律，即一般情

况下 P Q Q P；当且仅当
v v v v  p q q p ，即两个四元数的虚部矢量相互平行（包括零矢量）时，才

有 P Q Q P。容易验证，四元数乘法运算满足结合律 ( ) ( )P Q S P Q S ，且乘法对加法满足分

配律 ( )  P Q S P S Q S 和 ( )  S P Q S P S Q 。可见，四元数乘法运算律与矩阵乘法是完

全一致的。 

若采用矩阵表示法，四元数乘法式（2.4-6）还可写成 

0 1 2 3 0 0 1 2 3 0

1 0 3 2 1 1 0 3 2 1

2 3 0 1 2 2 3 0 1 2

3 2 1 0 3 3 2 1 0 3

P Q

p p p p q q q q q p

p p p p q q q q q p

p p p p q q q q q p

p p p p q q q q q p

            
       

 
           
        
       

        

P Q M Q M P     （2.4-9a） 

或者 
T T T

0 00 0 0 0

0 0 0 0( ) ( )

v v v v

v vv v v v v v v v

q pp q p q

p q q p

          
          

              

p q p q
P Q

q pp I p q I q p q p q
     （2.4-9b） 

其中 

0 1 2 3

T
1 0 3 2 0

2 3 0 1 0

3 2 1 0

( )

v

P

v v

p p p p

p p p p p

p p p p p

p p p p

   
 

      
    
 

 

p
M

p I p

                （2.4-10a） 

0 1 2 3

T
1 0 3 2 0

2 3 0 1 0

3 2 1 0

( )

v

Q

v v

q q q q

q q q q q

q q q q q

q q q q

   
 

       
    
 

 

q
M

q I q

                 （2.4-10b） 
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为了简写方便，可定义三维向量的两种四维反对称阵，分别如下 

1 2 3

T
1 3 2

1

2 3 1

3 2 1

0

0 0
( )

0 ( )

0

v

v

v v

p p p

p p p

p p p

p p p

   
 

       
   
 

 

p
p

p p

                （2.4-11a） 

1 2 3

T
1 3 2

2

2 3 1

3 2 1

0

0 0
( )

0 ( )

0

v

v

v v

p p p

p p p

p p p

p p p

   
 

       
    
 

 

p
p

p p

               （2.4-11b） 

1( )v p 、
2( )v p 分别称为第一和第二反对称阵，如果省略右下标则默认为第一反对称阵。根据上述反

对称阵定义，式（2.4-10）可简写为 

0 1( )P vp  M I p     和   '

0 2( )Q vq  M I q               （2.4-12） 

四元数Q 的共轭（转置）四元数定义为 

*

0 0 1 2 3vq q q q q     Q q i j k                        （2.4-13） 

两个四元数之和（或乘积）的共轭满足如下运算规则 
* * *( )  P Q P Q                              （2.4-14a） 

* * *( ) P Q Q P                               （2.4-14b） 

式（2.4-14a）显然成立，而采用乘法式（2.4-9）容易验证式（2.4-14b）成立，即 
*

T T
0* 0 0 0

0 0 0

( )
( )

v v v

vv v v v v v

qp p q

p q p

      
                 

p p q
P Q

qp I p p q p q
 

T T
0* * 0 0 0

0 0 0( )

v v v

vv v v v v v

pq p q

q q p

    
     

          

q p q
Q P

pq I q p q p q
 

四元数Q 的模值（2-范数）定义为 

* * 2 2 2 2

0 1 2 3q q q q     Q Q Q Q Q                  （2.4-15） 

模值表示四元数在四维空间中的矢量长度。虽然一般情况下 P Q Q P ，但可以证明总有

  P Q Q P P Q 成立，即 

* * *

* * * *

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

 

   

P Q P Q P Q P Q Q P

P Q Q P P P Q Q P Q

            （2.4-16） 

对于非零四元数，即当 0Q 时，有 

* *

2 2
1 

Q Q
Q Q

Q Q
                          （2.4-17） 

因此，可以定义
2* /Q Q 为非零四元数Q 的逆，记作 

*
1

2

 
Q

Q
Q

                                （2.4-18） 

两个非零四元数之乘积的逆满足运算规则： 1 1 1( )  P Q Q P ，验证如下 
* * * * *

1 1 1

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )     

P Q Q P Q P
P Q Q P

P Q P Q Q P
           （2.4-19） 

该运算规则与两矩阵乘积之逆也完全一致。 

如果 ˆ 0Q ，则称运算 ˆ ˆ/Q Q Q 为四元数的归一化操作，归一化的四元数也称单位四元数，满足

1Q 。显然，单位四元数的共轭与其逆相等，即有 1 * Q Q 。式（2.4-16）表明，两个单位四元数之

乘积仍然是单位四元数，即若设两个四元数 1P 且 1Q ，则有 1  P Q P Q 。 
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类比于复数的三角表示法，四元数也可以表示为三角函数的形式 

(cos sin )
2 2

 
 Q Q u                            （2.4-20） 

特别地，当 1Q 时，即对于单位四元数，有 

0 cos sin
2 2

vq
 

   Q q u                          （2.4-21） 

其中，
0 cos

2
q


 ， sin

2
v


q u 且 2 T

0 1v vq  q q ；u为单位长度的三维矢量，即 T 1u u ；为某一角度值。 

根据前面的介绍不难发现，四元数的乘法不满足交换律、共轭及求逆等运算规律与矩阵的相应运算

规律几乎完全一致，这似乎暗示着四元数与矩阵之间存在很强的内在联系。以下说明四元数三角表示法

的几何意义。 

根据方向余弦阵式（2.2-15）恒等变形，可得 
2

2 2

2

sin ( ) (1 cos )( )

2sin cos ( ) 2sin ( )
2 2 2

2cos (sin ) 2(sin )
2 2 2

i

b  

  

  

     

    

    

C I u u

I u u

I u u

                     （2.4-22） 

其中，u为等效旋转矢量。将式（2.4-21）的实部
0q 和虚部

vq 代入式（2.4-22），可得 

2

0

2 2

2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2

1 2 0 3 1 3 2 3 0 1

2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 1 2

2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2

1 2 0 3 0 1

2 ( ) 2( )

1 2( ) 2( ) 2( )

2( ) 1 2( ) 2( )

2( ) 2( ) 1 ( )

2( ) 2( )

2( )

i

b v vq

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q

    

    
 

     
     

    

  

C I q q

2 2

2 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

2( )

2( ) 2( )

q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

 
 

   
      

              （2.4-23） 

上式建立了单位四元数与方向余弦阵之间的关系，并且表明了四元数三角表示法的几何意义。为了更明

确地表示两坐标系之间的转动变换关系，常将四元数加上下角标，写成 i

bQ ，则式（2.4-21）中u表示动

坐标系（b 系）相对于参考坐标系（ i 系）旋转的单位转轴、表示旋转角度大小。使用角标后，共轭四

元数可记为 *( )b i

i bQ Q ，这与矩阵转置的表示方法类似，比如 T( )b i

i bC C 。 

2.4.2 四元数微分方程 

假设有一个三维矢量 r ，它在动坐标系（ b 系）和参考坐标系（ i 系）中的投影坐标分别为
T

b b b b

x y zr r r   r 和
T

i i i i

x y zr r r   r ，现对 b
r （亦可视为零标量四元数）实施如下四元数乘法操作 

0 1 2 3 0 1 2 3

1 0 3 2 1 0 3 2

2 3 0 1 2 3 0 1

3 2 1 0 3 2 1 0

2 2

0 1

0 0
( ) ( )

0

1 0 0 0

0

i i b i b
b b i b i

i b b b b

b i i b bQ Q Q Q Q

b

x

b

y

b

z

q q q q q q q q

q q q q q q q q r

q q q q q q q q r

q q q q q q q q r

q q

   
      
   

       
     

  
     
       
     

       

 


Q r Q M r Q M M M M
r r

2 2

2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2

1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

0

2( ) 2( )

0 2( ) 2( )

0 2( ) 2( )

b

x

b

y

b

z

q q q q q q q q q q r

q q q q q q q q q q q q r

q q q q q q q q q q q q r

   
   

  
   
       
   

       

        （2.4-24） 

不难发现，上式右边矩阵中的右下角三阶对角分块矩阵恰好与式（2.4-23）一致，因而上式可简写为 
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1 00 0
i b b

b i i i bb i

b b

      
        

      
Q r Q

C C rr r

0

0
                      （2.4-25） 

这表明， i b b

b iQ r Q 的结果也是一个零标量四元数，其虚部正好对应于姿态阵坐标变换 i i b

br C r 。为了

书写简洁，类似于矩阵的坐标变换表达习惯，可定义四元数与三维矢量的乘法运算，即四元数坐标变换

公式，如下 
i i b

b r Q r                                   （2.4-26） 

式中，乘法算符“ ”的含义本质上是先进行四元数乘法运算 i b b

b iQ r Q ，再提取结果中的虚部（即矢量

部分）。 

由式（2.4-25）两边同时右乘 i

bQ ，可得 

i b i i

b bQ r r Q                                 （2.4-27） 

假设矢量 r 是 i 系中的固定矢量，即 i
r 为常值矢量，并假设b 系绕 i 系转动角速度为 b

ibω ，则 i

bQ 和 b
r 都是

时变量。在b 系中观察矢量 r ，其相对于b 系的角速度为 b

ibω 。将式（2.4-27）两边同时微分，考虑到 i r 0，

可得 
i b i b i i

b b b Q r Q r r Q                             （2.4-28） 

将式（2.4-25）及 b b b b b

ib ib    r ω r ω r 代入上式，得 

( ) ( )i b i b b i b b i

b b ib b i b Q r Q ω r Q r Q Q                   （2.4-29） 

再将上式两边同时左乘 b

iQ ，移项得 

( ) ( )b i b b b i b b

i b i b ib Q Q r r Q Q ω r                      （2.4-30） 

上式写成矩阵形式，为 

( ) ( )

0 0
b i b i b
i b i b ib

b b

             
Q Q Q Q ω

M M M
r r

  即  
0 0 0 00 0

0 2 ( ) 0 ( )b i bb b

i b v ib

      
               

Q Q ωr r
  （2.4-31） 

由于 b
r 可为任意矢量，因此必定有 

2 ( ) ( )b i b

i b v ib
    Q Q ω   即  

1
( )

2

b i b

i b v ibQ Q ω                        （2.4-32） 

另一方面，四元数 i

bQ 及其微分可分别写成 

cos
2

sin
2

i

b

b

ib





 
 

  
 
  

Q

u

      和     
sin

2 2

sin cos
2 2 2

i

b

b b

ib ib

 

  

 
 

 
 

 
 

Q

u u

            （2.4-33） 

根据上述表达式，直接计算 b i

i bQ Q ，得 

T

cos sin
2 2 2

sin sin cos
2 2 2 2

sin cos ( sin ) ( sin cos )
2 2 2 2 2 2 2

cos ( sin cos ) sin sin ( sin ) (
2 2 2 2 2 2 2 2

b i

i b

b b b
ib ib ib

b b b

ib ib ib

b b b b

ib ib ib ib i

  

   

      

       

  
  

   
        

  



    

Q Q

u u u

u u u

u u u u u sin cos )
2 2 2

0
01

sin (1 cos )2cos sin sin sin
2 2 2 2 2

b b

b ib

b b b bb b b b
ib ib ib ibib ib ib ib

  

    
  

 
 
 
 

 
 

 
              

  

u

u u u uu u u u

（2.4-34） 

由上式可见， b i

i bQ Q 的标量部分恒为零，因此，由式（2.4-32）可得 
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01

2

b i

i b b

ib

 
  

 
Q Q

ω
    即   

1

2

i i b

b b ibQ Q ω                   （2.4-35） 

这便是四元数微分方程，它建立了变换四元数与坐标系旋转角速度之间的关系。与矩阵微分方程式

（2.3-6）类似，容易证明以下四种四元数微分方程之间是相互等价的 

1 1 1 1
, , ,

2 2 2 2

i i b i i i b b b b b i

b b ib b ib b i bi i i i ib   Q Q ω Q ω Q Q ω Q Q Q ω  

最后，比较式（2.4-32）和式（2.4-34）右端的矢量部分，可得 

sin (1 cos )b b b b b

ib ib ib ib ib      ω u u u u                     （2.4-36） 

这是推导等效旋转矢量微分方程的基本公式，将在后续 2.5.1 小节进一步介绍。实际上，根据方向余弦

阵微分方程 ( )i i b

b b ib C C ω ，并类比于式（2.4-34）将 b i

i bC C 用等效旋转矢量 b

ibu 展开，也可推得上式

（2.4-36）。 

2.4.3 四元数微分方程的求解 

将四元数微分方程（2.4-35）写成矩阵形式，为 

( )

1
( ) ( )

2
tt t

ω
Q M Q                             （2.4-37） 

为表示简洁，这里暂且省略Q 和ω角标，但明确给出了时间参数。如果角速度 ( )tω （即系数矩阵
( )t

ωM ）

是时变的，类似于方向余弦阵微分方程（2.3-7）的求解，只有在时间段 [0, ]t T 内满足如下定轴转动条

件时 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )   
   ω ω ω ωM M M M                          （2.4-38） 

才能求得闭合解 
1

( )
2( ) e (0)

t

t 
Θ

Q Q                              （2.4-39） 

其中 

( )
0

0 ( ) ( ) ( )

( ) 0 ( ) ( )
( ) d ( )

( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) ( ) 0

x y z

t x z y

y z x

z y x

t t t

t t t
t t

t t t

t t t



  

  


  

  

   
 


    
 
 

  

 ωΘ M θ 
2

         （2.4-40） 

T

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

t

x y zt t t t        θ ω                  （2.4-41） 

( )tθ 为时间段[0, ]t 内的角增量， ( ) ( )t t  θ 是其模值。 

为了计算式（2.4-39）中的指数函数
1

( )
2e

tΘ

，先求解反对称阵 ( )tΘ 的各次幂，有 
2 2

3 2 2

4 3 2 4

5 4 4

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t

t t t t t

t t t t t t t

t t t t t





 



 

  

   

 

Θ I

Θ Θ Θ Θ

Θ Θ Θ Θ Θ I

Θ Θ Θ Θ

 

所以，有 
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2 3

1
( )

2

2 2 4 4

2 4

( ) ( ) ( )

( ) 2 2 2
e

2 2! 3! !

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 2 2 2 2 2

2 2! 3! 4! 5!

( ) ( )

2 2
1

2! 4!

n

t

t t t

t

n

t t t t t t

t

t t

   

 

     
                   

 

       
                       

 

    
           



Θ

Θ Θ Θ

Θ
I

Θ Θ
I I

Θ
I

I

3 5
( ) ( )

( ) ( ) 2 2

( ) 2 3! 5!

( ) ( ) ( )
cos sin

2 ( ) 2

t t

t t

t

t t t

t

 





 



     
                  

   
    

 

Θ

Θ
I

     （2.4-42） 

将式（2.4-42）代入式（2.4-39），可得 

( ) ( ) ( )
( ) cos sin (0)

2 ( ) 2

( ) ( ) ( )
cos sin

2 ( ) 2

t t t
t

t

t t t

t

 



 



 
  
 

 
   

 

Θ
Q I Q

θ
I

2

( )
cos

2
(0) (0)

( ) ( )
sin

( ) 2

t

t t

t







 
   
   
    
  

Q Q
θ

          （2.4-43） 

若将研究时间区间从[0, ]t 改为
1[ , ]m mt t

，则有 

( 1)

( ) ( 1) ( )

i i b m

b m b m b m



Q Q Q                               （2.4-44） 

( 1)

( )

cos
2

sin
2

m

b m

b m
m m

m









 
 
 

 
  

Q
Δθ

                             （2.4-45） 

其中，
( 1)

i

b mQ 、
( )

i

b mQ 分别表示
1mt 
和 mt 时刻的姿态变换四元数， ( 1)

( )

b m

b m


Q 是从

1mt 
时刻到 mt 时刻的姿态四

元数变化，且有
1

d
m

m

t
b

m ib
t

t


 Δθ ω 和 m m  Δθ 。式（2.4-44）便是姿态更新的四元数递推计算公式。 

2.5 等效旋转矢量微分方程及其泰勒级数解 

方向余弦阵更新算法式（2.3-25）和四元数更新算法式（2.4-44）两种算法完全等价，只是后者计算

量稍小一点而已。但是，两种算法都是假设在更新周期内动坐标系作定轴转动才能严格成立，如果不是

定轴转动，作为一般性的时变系统，由角增量直接求解变化矩阵或四元数，算法中将会引入转动不可交

换误差。为了减小不可交换误差的影响，研究者们提出了先通过角增量求解等效旋转矢量、再利用等效

旋转矢量更新方向余弦阵或四元数的方法。 

2.5.1 等效旋转矢量微分方程 

对于式（2.3-36），为书写简洁暂且省略角标，重写为 

sin (1 cos )      ω u u u u                           （2.5-1） 

根据式（2.1-6）～（2.1-8），有 

2

( )




 
 u
  

，      
3

( )



 
 u

  
，     

2


 u u

 
 

将它们代入式（2.5-1），得 



 27 

2 3 2

2 2

( ) ( )
sin (1 cos )

sin ( )
(1 cos ) 1

 
  




  

     
     
 

   
     

 

ω
       



    


               （2.5-2） 

上式移项，得 

2 2

sin ( )
(1 cos ) 1




  

   
     

 
ω

    
                     （2.5-3） 

这是旋转矢量微分方程的一种表示形式，但稍显不足的是等式右边依然含有微分项 ，不利于实际使用。

为了消去右边的 ，进行下述等价变形。 

首先，使用左叉乘式（2.5-3）的两边，可得 

2 2

2

( )( ) sin
(1 cos ) 1

( ) sin
(1 cos ) 1




  




 

              
 

  
       

 

ω

ω

     
  

  
  

            （2.5-4） 

上式右边第三项化简利用了反对称阵的幂方等式 3 2( ) ( )                 。 

式（2.5-4）移项并整理，得 

2

sin 1 cos
( )

 

 


     ω                            （2.5-5） 

再次使用左叉乘式（2.5-5）的两边，得 

2

sin 1 cos
( ) ( ) ( )

sin
(1 cos ) ( )

 

 







          

     

ω        

    

                （2.5-6） 

显然，联立方程组式（2.5-5）和（2.5-6），可求得以 ω 和 ( ) ω  表示的  和 ( )    ，

这里直接给出其结果，为 

2

sin 1
( )

2(1 cos ) 2

sin
( )= ( )

2 2(1 cos )

 



  




      


       
 

ω ω

ω ω

    

     

                  （2.5-7） 

最后，将式（2.5-7）代入式（2.5-3），消去右边微分项 ，得 
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2

2

2

2

2

1 sin 1
(1 cos ) ( )

2(1 cos ) 2

sin 1 sin
(1 ) ( )

2 2(1 cos )

sin 1 sin
(1 )

2 2

1 sin sin
(1 cos ) (1 ) ( )

2 2 (1 cos )

1 (1 cos ) ( s

2

 

 

   

  

 

 

 


   

 

 
       

 

 
       

 

 
     

 

 
      

 

  
   

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω

ω ω

   

  



 


2

2

2

in )sin
( )

2 (1 cos )

1 2(1 cos ) sin
( )

2 2 (1 cos )

1 1 sin
1 ( )

2 2(1 cos )

 

 

  

 

 

 

 


 
     



 
       

 

ω

ω ω ω

ω ω ω

 

  

  

             （2.5-8） 

应用三角恒等式，上式等价于 

2
2

2

2sin cos
1 1 2 21 ( )
2

2 2sin
2

1 1
1 cot ( )

2 2 2

 




 



 
 

       
 
 

 
       

 

ω ω ω

ω ω ω

   

  

                  （2.5-9） 

这便是常见的等效旋转矢量微分方程，它是利用等效旋转矢量进行转动不可交换误差补偿的数学理论基

础，该式最早于 1971 年由学者 J E Bortz 推导提出，后来通常称之为 Bortz 方程。 

Bortz 方程（2.5-9）虽然在理论上是严格成立的，但实际应用时略显繁杂。当转动角度   为小

量时，常常将方程右边三角函数cot( / 2) 用泰勒级数展开，进行如下近似 

2

1 1 2 1
1 ( )

2 2 3 2

1 1
( )

2 12

 

 

  
           

  

     

ω ω ω

ω ω ω

   

  

                （2.5-10） 

如果再忽略上式右端三阶小量的影响，还可进一步近似为 

1

2
  ω ω                                   （2.5-11） 

对上式两边同时在时间段
1[ , ]mt t

内积分，为了表述更加清晰，各符号标明时间变量参数，可得 

1 1 1

1

1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( )d ( ) ( )d

2 2

1
( , ) ( ) ( )d

2

m m m

m

t t t

m
t t t

t

m
t

t t

t t

        

  

  







      

  

  



ω ω ω ω

θ ω

   



    （2.5-12） 

即 

1
1 1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )d

2 m

t

m m
t

t t t t   


    θ ω                      （2.5-13） 

将上式右端整体再次代入其第三项的积分号内，可得 
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1 1

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )d ( )d

2 2

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )d

2 2

1
( ) ( )d ( )d

4

m m

m

m m

t

m m m m
t t

t

m m m m m
t

t

t t

t t t t t t

t t t t t t t





     

  

    

 



 

   

    

 
       

 

     

  

 



 

θ θ ω ω

θ θ θ ω

ω ω

   

 



    （2.5-14） 

在时间段
1[ , ]mt 

内，如果
1( ) 是小量，式（2.5-14）右边的第四项远小于第三项，即有 

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1( ) ( )d ( )d ( )d ( )d ( , ) ( )d

m m m m m

t t t

m
t t t t t

t
 

           
    

         ω ω ω ω θ ω  （2.5-15） 

因而，式（2.5-14）可近似为 

1
1 1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )d

2 2 m

t

m m m m m
t

t t t t t t t t  


         θ θ θ ω          （2.5-16） 

假设在
1mt 
时刻的等效旋转矢量

1( )mt   0，并将 ( )t 记为
1( , )mt t  ，以明确表示这是在

1( )mt   0条

件下的等效旋转矢量“增量”，则式（2.5-16）可简化为 

1
1 1 1

1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )d

2

( , ) ( , )

m

t

m m m
t

m m

t t t t t

t t t t

  


  

 

  

 

θ θ ω

θ σ


                   （2.5-17） 

其中，记 

1
1 1

1
( , ) ( , ) ( )d

2 m

t

m m
t

t t t  


  σ θ ω                          （2.5-18） 

为转动不可交换误差的修正量。 

对式（2.5-17）求导可知，等效旋转矢量微分方程（2.5-11）还可近似为 

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
t t t t  ω Δθ ω                               （2.5-19） 

注意，推导上式的假设条件是
1( )mt   0和 1( )mt  Δθ 且 ( )t 为小量。 

在式（2.5-16）中，若令
mt t ，则有 

1 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

2
m m m m m m m m mt t t t t t t t t        θ θ σ             （2.5-20） 

上式建立了等效旋转矢量递推的近似计算公式，但在实际算法中并不常用，究其原因，主要是随着递推

步数的增加和 ( )mt 变大，误差也会越来越大。实际应用时，一般总是假设
1( )mt   0，再根据式（2.5-17）

计算等效旋转矢量
1( , )m mt t  ，相当于只递推计算一步，这样有利于保证等效旋转矢量为小量，降低公式

推导过程中的近似误差。获得
1( , )m mt t  之后，再使用方向余弦阵或四元数完成姿态递推更新，以四元数

为例，姿态更新算法如下 

( 1)

( ) ( 1) ( )

i i b m

b m b m b m



Q Q Q                               （2.5-21） 

( 1)

( )

cos
2

sin
2

m

b m

b m
m m

m









 
 
 
 
 
 

Q


                              （2.5-22） 

其中，将
1( , )m mt t  简记为

m ，且有
m m   。注意，比较式（2.5-22）与式（2.4-45），两者虽然在形式

上完全一样，但本质上存在重要区别：前者通过等效旋转矢量考虑了转动不可交换误差的补偿；而后者

仅简单地使用角增量进行变化四元数计算，只能适用于定轴转动情形。 

2.5.2 等效旋转矢量微分方程的泰勒级数解 

在实际应用中，从高精度捷联惯导陀螺中采样获得的往往是在一定采样间隔内的角增量信息，下文

的主要目的就是借助式（2.5-17）由采样角增量求解等效旋转矢量，或者说利用式（2.5-18）求解不可
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交换误差修正量。 

不妨将时间段起始时刻
1mt 
重新记为 0时刻，陀螺在时间段[0, ]T 内可进行若干次等间隔角增量采样。

暂且假设陀螺角速度输出为线性形式 

( ) 2  ω a b    0 T                             （2.5-23） 

则角增量为 

2

1 1
0

( ) ( )d


      Δθ ω a b                           （2.5-24） 

其中，a 和b 均为常数向量。 

现计算角速度 (0)ω 和角增量 (0)Δθ ，以及它们的各阶导数，得 

( )

(0)

(0) 2

(0) 0 2,3,4,i i

 





 

ω a

ω b

ω

                         （2.5-25） 

( ) ( 1)

(0) 0

(0) (0)

(0) (0) 2

(0) (0) 0 3,4,5,i i

Δ

Δ

Δ

Δ i




 


 
   

θ

θ ω a

θ ω b

θ ω

                 （2.5-26） 

再记 

( ) ( ) ( )Δ   β θ ω                             （2.5-27） 

根据如下求导规则 
( ) 0 ( ) 1 ( 1) (1) 2 ( 2) (2) ( )( ) n n n n n n

n n n nxy C x y C x y C x y C xy                （2.5-28） 

求 (0)β 及其各阶导数，可得 

0 1

1 1

0 1 2

2 2 2

( )

(0) 0

(0) (0) ( ) 0 0

(0) (0) ( ) (0) ( ) 0 2 2 2 2

(0) 0 3,4,5,

k

k k

i

C Δ t C

C Δ t C Δ t C

i




      


            
  

β

β θ ω a a

β θ ω θ ω b a a b a b

β

     （2.5-29） 

根据等效旋转矢量微分方程式（2.5-19），可计算的 (0) 的各阶导数，如下 

( )

1
(0) (0) (0) (0)

2

1
(0) (0) (0) (0) 2

2

1 1
(0) (0) (0) (0)

2 2

(0) 0 4,5,6,i i


   


    



    

  

ω β ω a

ω β ω b

ω β β a b









                   （2.5-30） 

将 ( )t 在 t T 处展开成泰勒级数，并将式（2.5-30）代入，得 
2 3

3
2

3
2

( ) (0) (0) (0) (0)
2! 3!

0
6

6

T T
T T

T
T T

T
T T

    

    

   

a b a b

a b a b

    

                  （2.5-31） 

式（2.5-31）中包含两个未知向量参数a 和b ，为了消去a 和b 并求解出 ( )T ，需在采样时间段[0, ]T

内进行两次角增量采样，记为 
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2
/2 /2

2

1 00

2
2

2 /2/2

( )d
2 4

3
( )d

2 4

T T

T T

TT

T T

T T

   

   


    


     






Δθ ω a b a b

Δθ ω a b a b

                  （2.5-32） 

联立式（2.5-31）和（2.5-32），共计三个方程，正好可消去其中两个常数向量a 和b ，从而求得以角增

量表示的等效旋转矢量二子样算法 

1 2 1 2

2
( ) ( )

3
T    Δθ Δθ Δθ Δθ                         （2.5-33） 

类似于前述二子样算法的推导思路，若设陀螺角速度输出为如下抛物线形式 
2( ) 2 3    ω a b c    0 T   

并且在时间段[0, ]T 内进行三次角增量采样，分别记为 

/3 2 /3

1 2 3
0 /3 2 /3

( )d , ( )d , ( )d
T T T

T T
         Δθ ω Δθ ω Δθ ω  

则可求得等效旋转矢量三子样算法（过程不复杂但稍显繁琐，从略） 

1 2 3 1 3 1 2 2 3

33 57
( ) ( ) ( )

80 80
T         Δθ Δθ Δθ Δθ Δθ Δθ Δθ Δθ Δθ       （2.5-34） 

值得说明的是，基于泰勒级数展开的等效旋转矢量多子样算法是在式（2.5-19）的基础上推导的，

式（2.5-19）又是式（2.5-9）在一定的近似条件下获得的；此外，高阶泰勒级数展开原则上要求函数足

够光滑，而实际陀螺输出总会或多或少包含噪声，噪声并不反映载体的真实角运动，同时对角速度函数

的光滑性也造成了不良影响。因此，多子样算法的精度有限，并非子样数越多算法的精度就越高。 

显然，若假设陀螺角速度输出为常值形式，此即简单的单轴旋转情形，则有等效旋转矢量单子样算

法 

0
( ) ( )d

T

T    Δθ ω                            （2.5-35） 

特别地，还有一种称为“单子样+前一周期”的等效旋转矢量算法，它假设角速度输出为如下线性形式 

( ) 2  ω a b    T T    

在时间段[0, ]T 内仅进行一次角增量采样，记为
0

( )d
T

  Δθ ω ，但该算法还会充分利用前一次的角增量

信息，记为
0

( )d
T

 


  Δθ ω ，通过如下方程组 

3
2

2 2

00

0 0
2 2

( )
6

( )d

( )d

T T

TT

T
T T T

T T

T T

   

   



   




    

      







a b a b

Δθ ω a b a b

Δθ ω a b a b



              （2.5-36） 

消去a 和b ，可求解得 

1
( )

12
T   Δθ Δθ Δθ                        （2.5-37） 

与单子样算法（2.5-35）相比，“单子样+前一周期”算法在陀螺采样频率相同的情况下有利于提高不可交

换误差补偿精度。 

2.6 圆锥运动条件下的等效旋转矢量算法 

2.6.1 圆锥运动的描述 

19 世纪 50 年代是机械陀螺仪飞速发展的一个重要时期，也正是在那时发现了著名的圆锥运动现象，

即当陀螺仪在其旋转轴和输出轴出现同频不同相的角振动时，尽管其输入轴净指向不变（从整体上看没
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有随时间改变的趋势项），但陀螺仪在输入轴上还是会敏感到并输出常值角速率信号。在这种情况下，

陀螺仪支架的运动角速度可描述如下 

 
T

( ) sin cost aΩ Ωt bΩ Ωt cω                       （2.6-1） 

其中，a 、b 和 c 均为常数，在 x 和 y 轴表现为同频但相位差 90°的正弦角振动，振动频率为Ω，而在

z 轴上表现为常值角速率。虽然输入轴 z 轴有角速率输入，但从长时间来看陀螺仪整体上并不绕着输入

轴产生明显偏转，这就是圆锥运动的神奇之处，曾颇令研究者们费解。 

下面采用四元数描述来研究圆锥运动。假设动坐标系（b 系）相对于参考坐标系（ i 系）的变换四元

数为 

cos( / 2)

sin( / 2)cos
( )

sin( / 2)sin

0

Ωt
t

Ωt







 
 
 
 
 
 

Q                             （2.6-2） 

式中，角度值和频率Ω均为常值，为书写简便省略角标， ( )tQ 应理解为 ( )i

b tQ 。对上式两边同时微分，

得 

0 0

sin( / 2)sin sin
( ) sin

sin( / 2)cos cos2

0 0

Ω Ωt Ωt
t Ω

Ω Ωt Ωt

 



   
   
 
     
   
   
   

Q                 （2.6-3） 

根据四元数微分方程（2.4-35），可得角速度的四元数表示如下 
* *

( )

2

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

0 sin cos 0 cos( / 2) 0

sin 0 0 cos sin( / 2)cos sin sin
2 sin

cos 0 0 sin sin( / 2)sin sin cos2

0 cos sin 0 0 2 sin ( / 2)

q t
t t t t

Ωt Ωt

Ωt Ωt Ωt Ω Ωt
Ω

Ωt Ωt Ωt Ω Ωt

Ωt Ωt Ω



 

 



 

     
     
   
       
      
    

     

Q
ω Q Q M Q



（2.6-4） 

所以有角速度 

2

sin sin sin

( ) sin cos sin cos

2 sin ( / 2) tan( / 2)

Ω Ωt Ωt

t Ω Ωt Ω Ωt

Ω



 

 

    
   

 
   
       

ω                  （2.6-5） 

这恰好与式（2.6-1）的角运动表现形式一致，可取 sina   、 sinb  和 22sin ( / 2)c   。 

根据四元数与旋转矢量之间的关系
( )

( ) cos sin
2 2

t
t

 


 Q


，并对比式（2.6-2），可得 

cos

( ) sin

0

Ωt

t Ωt

 
 


 
  

                                （2.6-6） 

这说明在任意 t时刻，动坐标系绕 b box y 平面上的转轴  
T

( ) cos sin 0t Ωt Ωtu 相对于参考坐标系转动

了角度，转轴时刻在变化而转角恒定不变，动坐标系的 bz 轴在空间画出一个圆锥面（半锥角为，z 轴

称为锥轴），参见图 2.6-1，这正是该角运动称为圆锥运动的原因。 
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图 2.6-1  圆锥运动 

式（2.6-2）、（2.6-5）和（2.6-6）分别是圆锥运动的四元数、角速度和等效旋转矢量描述，它们形

式上都比较简单，这是除定轴转动之外的比较简单的角运动解析描述。与之相反，比如线性角速度运动

式（2.5-23），其角速度表示虽然简单，但是很难得到相应的简单的等效旋转矢量或四元数描述。 

不难验证圆锥运动的角速度 ( )tω 和等效旋转矢量 ( )t 满足 Bortz 方程，过程如下。 

由式（2.6-5）和（2.6-6），可得 

cos sin sin tan( / 2)

sin sin cos sin cos tan( / 2)

0 tan( / 2) 1

Ωt Ωt Ωt

Ωt Ω Ωt Ω Ωt



    



        
      

         
            

ω         （2.6-7） 

2 2

cos sin tan( / 2) sin

( ) sin sin cos tan( / 2) sin cos

0 1 tan( / 2)

Ωt Ωt Ωt

Ωt Ω Ωt Ω Ωt



      



       
      

             
            

ω ω    （2.6-8） 

再将式（2.6-7）和（2.6-8）代入 Bortz 方程式（2.5-9）的右端，得 

 
 

2

2

1 1 1
1 cot ( ) cot

2 2 2 2 2 2

sin tan( / 2) sin
1

sin cos tan( / 2) cot sin cos
2 2 2

1 tan( / 2)

sin tan( / 2) cot( / 2) sin
1

cos tan( / 2) cot( / 2) sin
2

Ωt Ωt

Ω Ωt Ω Ωt

Ωt

Ω Ωt

   





 

   



  

  

 
         

 

    
   

  
   
      

  

  

ω ω ω ω ω  

sin

cos

0 0

Ωt

Ω Ωt 

   
   

   
     

            （2.6-9） 

上式正好等于式（2.6-6）直接微分的结果，验证完毕。 

2.6.2 圆锥误差补偿算法 

若记圆锥运动的四元数更新方程为 

1( ) ( ) ( )m mt t TQ Q Q                            （2.6-10） 

其中，
1m mT t t   表示更新周期， ( )TQ 为该周期内的变化四元数。上式两边同时左乘 *

1( )mt Q ，可得 

*
1

*

1 ( )

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

cos sin cos sin sin 0
cos2 2 2

2

sin cos cos 0 sin sin
sin c2 2 2

2

sin sin 0 cos sin cos
2 2 2

0 sin sin sin cos cos
2 2 2

m
m m mt

m m

m m

m m

m m

T t t t

Ωt Ωt

Ωt Ωt

Ωt Ωt

Ωt Ωt

  


  


  

  




 

 

 

 

 

 
 
 
  
 

  
 
 
 

 
 

Q
Q Q Q M Q

os

sin sin
2

0

m

m

Ωt

Ωt


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 34 

2 2 2

1 1
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1

2 2
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cos sin cos cos sin sin sin
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2 2 2 2

sin cos sin sin cos sin
2 2 2 2
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2 2
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m m m m

Ωt Ωt Ωt Ωt

Ωt Ωt

Ωt Ωt

Ωt Ωt Ωt Ωt

  

   

   
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 
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



 

 
  

 
  
 

  
  
 
 

 
 





2

1

1

2
2

1 2 sin coss
2 2

1
sin (cos cos ) sin sin sin

2 2 2

1
sin (sin sin ) sin sin cos

2 2 2

sin sin
sin sin2

2

m m m

m m
m

ΩT
ΩT

ΩT T
Ωt Ωt Ω t

ΩT TΩt Ωt Ω t

ΩT
ΩT



 

 








          
                           
   

    
                   （2.6-11） 

假设与变化四元数 ( )TQ 对应的在时间段
1[ , ]m mt t

内变化的等效旋转矢量为 ( )T ，即 

( ) ( ) ( )
( ) cos sin

2 ( ) 2

T T T
T

T

 


 q


                       （2.6-12） 

比较式（2.6-11）和（2.6-12）的四元数矢量部分，可得 

2

sin sin sin
2 2

( ) ( )
sin sin sin cos

( ) 2 2 2

sin sin
2

m

m

ΩT T
Ω t

T T ΩT T
Ω t

T

ΩT










  
   

  
  

   
  

 
 

 

                  （2.6-13） 

对上式两边同时取模，得 

2 2 4 2( )
sin sin sin sin sin

2 2 2

T ΩT
ΩT

 
                    （2.6-14） 

当半锥角和ΩT 均为小量时，近似有 

2 2( )
sin sin sin

2 2 2

T ΩT ΩT 
                         （2.6-15） 

这说明等效旋转矢量 ( )T 也是小量，进一步近似有 

( )T ΩT                                  （2.6-16） 

因此，根据式（2.6-13）可知，在时间段
1[ , ]m mt t

内的等效旋转矢量可近似为 

2 2

sin sin sin 2sin sin sin
2 2 2 2

( )
( ) sin sin cos 2sin sin cos

( ) 2 2 2 2
sin

2
sin sin 2sin sin

2 2

m m

m m

ΩT T ΩT T
Ω t Ω t

T ΩT T ΩT T
T Ω t Ω t

T

ΩT ΩT

 


 



 

      
         

      
      

         
      

   
    

   

    （2.6-17） 

 再根据角速度式（2.6-5）积分，可得在等效旋转矢量计算时间段
1[ , ]m mt t

内的角增量 
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1 1

1

1

2 2

2
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
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


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 

 
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

 θ ω
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 
 
 
 
 
 

 
 

      （2.6-18） 

比较式（2.6-17）和（2.6-18），它们在 x 轴和 y 轴上完全相同，而 z 轴上存在差异，这一差异使得

使用角增量代替旋转矢量进行姿态更新时会产生误差，并且误差随时间会不断累积。考虑到半锥角为

小量，定义如下误差 

2 2 2

( ) ( )

0 0

0 0

2sin sin ( 2sin ) 2sin ( sin )
2 2 2

mT T Δ

ΩT ΩT ΩT ΩT



  

 

   
   
   

    
   
       
   

θ 

     （2.6-19） 

为了补偿该误差，通常采用多子样补偿算法，在时间段
1[ , ]m mt t

内进行N 次采样，记采样间隔为 /h T N ，

参照式（2.6-18），可计算得每个采样间隔的内角增量（子样，sub-sample），为 

1

1 ( 1)

1

1

2

2sin sin sin
2 2

( ) ( )d 2sin sin cos
2 2

2sin
2
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




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 

  





  
    

  
  

     
  

 
  

 

θ ω
      1,2, ,i N   （2.6-20） 

其中简记 Ωh  ，显然有总角增量 
1

1 ( 1)
1

( )d ( )
m

m i h

t T N

m mit
Δ t t Δ i



  




 θ ω θ                          （2.6-21） 

将式（2.6-20）中不同子样的角增量之间进行叉乘，可得 
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1
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2
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2

m

m
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


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由于假设和都是小量，对上式的 x 和 y 轴分量作近似，有 

3

1

3

1

2 2

( )( ) 1
sin

2 2

( )( ) 1
( ) ( ) cos
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2
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


 




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  
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     
  

 
  

  

θ θ
                （2.6-22） 

上式中 x 和 y 轴分量是随时间
1mt 
呈正弦波动的，而 z 轴分量是与子样数间隔 ( )i j 相关的小量常值。可

见，在圆锥运动条件下，不同子样间的叉乘积在 z 轴（锥轴）方向可提供一定的角增量补偿作用，所以

一般使用时间段
1[ , ]m mt t

内所有子样之间的叉乘积之和来对式（2.6-19）作估计和补偿，记为 
1 *

2 1

ˆ( ) ( ) ( )
N j

ij m mj i
T k Δ i Δ j



 
   θ θ                     （2.6-23） 

其中 *

ijk 为待定系数，共有 ( 1) / 2N N  个系数，常称为圆锥误差补差系数。 

注意到，式（2.6-22）中 z 轴分量与时间 1mt  无关，只与子样数间隔 ( )i j 有关，因而子样叉乘积的

项数可降低为 1N  项，即式（2.6-23）可简化为 
1

1

ˆ( ) ( ) ( )
N

N i m mi
T k Δ i Δ N




  θ θ                      （2.6-24） 

且有
*

( )1

i

N i j j N ij
k k  

 ，系数 N ik  与
*

ijk 之间的关系参见图 2.6-1。 
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图 2.6-1  系数 ik 与
*

ijk 之间的关系 
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根据式（2.6-22）可知，以式（2.6-24）估计式（2.6-19），在 x 轴和 y 轴分量上是高阶的微幅振荡

（ 3( ) 量级），但这些误差是可忽略的，不会引起姿态累积漂移，因而后续主要考虑 z 轴分量的影响。 

由 Ωh  和T Nh ，可得ΩT N ，将式（2.6-19）中的 z 轴分量用泰勒级数展开，得 

2 2

3 3 5 5
2

3 3 5 5
2 2 1 2 1

1

( ) 2sin ( sin ) 2sin ( sin )
2 2

2sin
2 3! 5!
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2 2 3! 2 5! 2

z
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T ΩT ΩT N N

N N
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 
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 
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

   

  
      

  

 
     

  


          （2.6-25） 

其中 
2 1

2 (2 1)!

i

i

N
c

i




 

                                 （2.6-26） 

而将式（2.6-22）代入（2.6-24），得 z 轴分量估计值为 
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                  （2.6-27） 

利用三角函数的三重积化和差公式 

 
1

sin sin sin sin( ) sin( ) sin( ) sin( )
4

x y z x y z x y z x y z x y z                 （2.6-28） 

则在式（2.6-27）的求和项中有 

 

 

1
sin sin sin sin sin sin(1 ) sin(1 )

2 2 4

1
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          （2.6-29） 

将式（2.6-29）代入式（2.6-27），并进行泰勒级数展开，可得 
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注意到，当 1i  时有 2 1 2 1 2 12 ( 1) ( 1) 0i i ij j j       ，因而上式可改为 
2 1 2 1 2 1
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          （2.6-31） 

其中 
2 1 2 1 2 1( 1) ( 1) 2
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i i i
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j j j
A

i

     



                        （2.6-32） 

由于半锥角是小量，在式（2.6-25）中可进行近似 2 2 24sin sin
2


   ，再对比式（2.6-25）和

（2.6-31），令两式中关于 3 5 2 1, , , N    项的对应系数相等，则可建立矩阵方程 

cAk                                  （2.6-33） 

其中，  
( 1) ( 1)ij N N

A
  

A 、  
( 1) 1j N

k
 

k 和  
( 1) 1i N

c
 

c ，通过求解方程（2.6-33）便可确定出待定误差补
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偿系数
jk 。在式（2.6-25）中关于未补偿的最低次幂项为 2 1N  ，定义以漂移角速率（rad/s）表示的

剩余误差，如下 

2 2 1 2 1

2 2 1
2 2 1

2 1

2 2 1

1 1ˆ ( ) ( ) ( )

1 ( )
( ) ( ) ( )

( )

N N

N z z N N

N
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N N N N N

N

N

T T c
T T

ΩT
c Ωh c

T N T
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T

     







 
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



    
 

   



A k

A k A k     ( 1)N        （2.6-34） 

其中，
1 2 ( 1)N N N N NA A A 

   A ， 2 1( ) / N

N N Nc N  A k 称为误差漂移系数。 

表2.6-1给出了 1 ~ 10N  子样算法的误差补偿系数以及对应的误差漂移系数，由表中误差系数可知，

只要
2 2 1( ) / 1NΩT T   °/h 则二子样算法能够满足绝大多数惯性级导航系统的算法精度要求。例如，当

Ω =10Hz、T =0.01、 =1°、 2N  时，有
2 5( ) /ΩT T =0.0628°/h，此时 2 5

2 ( ) /ΩT T  的影响可忽略

不计；而当 1N  时，有
2 3( ) /ΩT T =6.28°/h，这时 2 3

1 ( ) /ΩT T 的影响不可忽略，或者说，单子样

算法不能达到惯性级系统的要求。 

表 2.6-1  1~10 子样的圆锥误差补偿系数及误差漂移系数 

N  1k  2k  3k  
4k  5k  6k  7k  8k  9k  N  

1 -         8.333E-02 
2 0.667         1.042E-03 
3 1.350 0.450        4.899E-06 
4 2.038 0.876 0.514       1.211E-08 
5 2.728 1.290 1.042 0.496      1.847E-11 
6 3.419 1.696 1.579 0.987 0.501     1.912E-14 
7 4.111 2.097 2.124 1.471 1.004 0.500    1.432E-17 
8 4.083 2.495 2.676 1.951 1.510 0.999 0.500   8.119E-21 
9 5.495 2.891 3.231 2.426 2.018 1.497 1.000 0.500  3.606E-24 
10 6.178 3.285 3.790 2.898 2.529 1.993 1.501 1.000 0.500 1.289E-27 

C G Park（1996 年）经过仔细推导，给出了以分数形式表示的圆锥误差补偿系数精确解，如表 2.6-2

所列。同时，Park 还给出剩余误差系数的解析表达式如下 

12 1

1

!

2 (2 1)
N NN N

k

N

N k









                          （2.6-35） 

表 2.6-2  1~6 子样的圆锥误差补偿系数及误差漂移系数的分数解 

N  1k  2k  3k  
4k  5k  N  

1 -     1/12 

2 2/3     1/960 

3 27/20 9/20    1/204120 

4 214/105 92/105 54/105   1/82575360 

5 1375/504 650/504 525/504 250/504  1/54140625000 

6 15797/4620 7834/4620 7296/4620 4558/4620 2315/4620 1/52295018840064 

在表 2.6-1 和表 2.6-2 中，误差补偿系数 ( 1,2, , 1)ik i N  表示间隔为 i 的两子样叉乘的系数，以四

子样算法为例，等效旋转矢量计算公式为 
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 

（2.6-36） 



 39 

值得注意的是，在前述圆锥误差补偿系数的推导过程中进行了如下几点近似：①式（2.6-15）在假

设和ΩT 为小量时对理论等效旋转矢量进行近似；②式（2.6-22）忽略了非圆锥轴振荡对圆锥误差补

偿的影响；③在式（2.6-25）中再次假设为小量。因此，当圆锥运动的锥角比较大时，表 2.6-1 中的误

差漂移系数可能变得不准确。在实际系统中，陀螺仪的测量分辨率或噪声、幅相特性不理想及数据间不

同步都会影响到理论上的圆锥误差补偿效果，此外，实际载体的剧烈角运动还会激励出陀螺仪的动态误

差，动态误差可能远远大于算法引起的误差，致使多子样圆锥误差补偿往往达不到预期的效果，所以实

际应用时子样数并非越多越好，建议最多选用 3～4 子样就足够了。 

对比本节圆锥误差补偿多子样算法与 2.5 节基于泰勒级数展开的多子样算法，理论上，前者比后者

更适合应用于圆锥运动环境，而后者比前者更适合应用于多项式角运动环境。对于实际系统，在角运动

过程中，通常认为多项式角运动只会短暂出现，而容易激发的是较长时间的周期性振动，可近似为圆锥

运动，因此实际中一般优先考虑采用基于圆锥误差补偿的多子样算法。 

最后指出的是，有些文献将圆锥运动的角速度定义为 

sin

( ) cos

0

aΩ Ωt

t bΩ Ωt

 
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
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  

ω                              （2.6-37） 

这相当于在式（2.6-1）中取 0c  ，此时就不能够得到相应的等效旋转矢量和四元数的简单解析表达式

了。 

与式（2.6-37）对应的角增量为 
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将式（2.6-37）和（2.6-38）代入不可交换误差式（2.5-18），可得 
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  （2.6-39） 

当a b   且为小量时，上式与式（2.6-19）的结果完全相同，后续圆锥误差补偿系数的求解方法和结

果也与前文完全一致，无需赘述。 
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3.1 地球的形状描述 

实际的地球表面是一个凹凸不平、形状十分复杂的物理面，难以准确量化描述。为了研究方便，假

想海洋表面静止，并将其向陆地延伸，所得到的封闭曲面称为大地水准面，大地水准面包围的形体称为

大地水准体。由于地球内部密度分布不均匀和表面形状起伏的影响，大地水准体也是一个不规则的几何

体。实用中希望使用比较简单的数学方程来拟合地球几何形状，按精度从低到高有如下三种近似：①近

似成圆球体，中心选择在地球质心上，半径约 6371km，该描述比较粗略，适用于对精度要求不高的场

合；②近似成旋转椭球体，地球自转轴（极轴）与一椭圆短半轴重合，椭圆的椭圆度约 1/300（长短半

轴相差约 21km），椭圆绕其短半轴旋转构成旋转椭球体的表面，该描述中地球赤道是圆形的；③近似成

三轴椭球体，其中赤道是椭圆的，赤道椭圆度约 1/100000（长短半轴相差约 60m）。三轴椭球体描述虽

然比旋转椭球体更精确，但前者的相关计算比后者复杂许多，考虑到三轴椭球体的赤道椭圆度不大，可

将其似成圆形的，因此旋转椭球体应用最为广泛。 

下面先简要介绍一下地球旋转椭球上的一些基本概念。 

参见图 3.1-1，地球自转轴的南端点和北端点分别称为南极（ S ）和北极（ N ），包含南北极点的平

面称为子午面，子午面与旋转椭球面的交线称为子午圈（或经圈）。通过英国格林尼治的经线称为本初

子午线（或零度经线）。任一经线所在子午面与本初子午面之间的夹角，定义为经度（记为），夹角方

向与地球自转轴同方向，取值范围 0°～360°。包含旋转椭球中心且垂直于自转轴的平面称为赤道面，赤

道面与旋转椭球面的交线称为赤道，平行于赤道面的平面与椭球面的交线称为纬圈。 

N
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π

2
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B

 
图 3.1-1  旋转椭球基本概念                 图 3.1-2  子午圈椭圆 

对于地球旋转椭球体而言，确定其三维形状参数的关键在于确定二维子午圈椭圆。 

1 子午圈椭圆 

参见图 3.1-1，建立地心右手直角坐标系，常称为地心地固坐标系（Earth Center Earth Fixed，ECEF），
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坐标原点选在地心，
eOZ 轴为自转轴且指向北极，

eOX 轴指向赤道与本初子午线的交点，
eOY 轴在赤道

平面内且指向 90°经线，ECEF 系与地球固联，即跟随地球自转一起相对惯性空间转动。对子午圈椭圆，

不失一般性，选择本初子午线椭圆作为研究对象，如图3.1-2所示。椭圆上任一P 点与地心连线PO与
eOX

轴的夹角称为地心纬度，记为，取值范围-90°～90°，南纬为负北纬为正。过P 点的椭圆法线PQ与
eOX

轴的夹角称为地理纬度，简称纬度，记为L，取值范围-90°～90°。此外，与地心纬度对应的方向PO称

为地心垂线，而与地理纬度对应的方向PQ称为地理垂线。 

椭圆形状完全由其长半轴和短半轴确定，但在涉及椭圆的计算中，为了方便常引入扁率和偏心率概

念。 

椭圆方程为 
2 2

2 2
1

e p

x z

R R
                                   （3.1-1） 

其中，
eR 和

pR 分别为椭圆长半轴和短半轴。 

椭圆扁率（或称椭圆度，flattening）定义为 

e p

e

R R
f

R


                                    （3.1-2） 

椭圆偏心率（eccentricity）定义为 

2 2

e p

e

R R
e

R


                                   （3.1-3） 

第二偏心率定义为 

2 2

e p

p

R R
e

R


      且有   

2
2

21

e
e

e
 


                      （3.1-4） 

相对于第二偏心率而言，式（3.1-3）有时也称 e 为第一偏心率。 

由式（3.1-2）和（3.1-3）可分别得 

(1 )p eR f R                                    （3.1-5） 

21p eR R e                                   （3.1-6） 

比较上述两式，可得 

21 1f e     和  2 22e f f                          （3.1-7） 

将椭圆方程（3.1-1）两边同时对 x 求导，并考虑到式（3.1-6），得 

2 2 2

2 2 d / d
0

(1 )e e

x z z x

R R e


 


                               （3.1-8） 

上式移项整理得 

2d
(1 )

d

z x
e

x z
                                   （3.1-9） 

式中
d

d

z

x
表示椭圆在 P 点的切线PB的斜率，显然，切线PB与法线PQ之间是相互垂直的，法线PQ的斜

率为 tan L ，则有 

2d
tan (1 ) tan 1

d

z x
L e L

x z
                              （3.1-10） 

从上式可解得 
2z (1 ) tanx e L                                （3.1-11） 

 将式（3.1-6）和式（3.1-11）代入椭圆方程（3.1-1），可求得以地理纬度L为参数的椭圆参数方程 
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2 2

2

2 2

cos
1 sin

(1 )
sin

1 sin

e

e

R
x L

e L

R e
z L

e L







 
 

                           （3.1-12） 

参见图 3.1-2，记线段长度
NPQ R ，则有 

sin cosN Nx R SQO R L                           （3.1-13） 

比较式（3.1-13）和式（3.1-12）中的第一式，可得 

2 21 sin

e
N

R
R

e L



                            （3.1-14） 

因而参数方程（3.1-12）可简写为 

2

cos

(1 )sin

N

N

x R L

z R e L




 

                            （3.1-15） 

最后，比较一下地球表面上同一点的地理纬度与地心纬度之间的差别，或者说，地理垂线与地心垂

线之间的偏差。 

对于地心纬度，注意到 tan /z x  ，根据式（3.1-11），有 

2tan (1 ) tane L                             （3.1-16） 

记地理纬度与地心纬度之间的偏差量 L L    ，则有 

2 2

2 2 2

tan tan
tan tan( )

1 tan tan

tan (1 ) tan sin cos

1 tan (1 ) tan 1 sin

L
L L

L

L e L e L L

L e L e L







   



 
 

  

              （3.1-17） 

将 L 和 e 视为小量，上式可近似为 
2 2 2

2 2 2 (1 sin )
sin cos (1 sin ) sin 2

2

e e L
L e L L e L L


               （3.1-18） 

或者 
2

sin 2 sin 2
2

e
L L f L                            （3.1-19） 

其中，根据式（3.1-7）近似取 2 / 2f e 。例如，若取椭球扁率 1/ 298.257f  ，则在纬度L =45°时可

求得地理纬度与地心纬度的最大偏差值约为 L 11.5′。 

2 旋转椭球表面的曲率半径 

导航过程中，运载体在地球椭球表面附近移动，为了在合适的坐标系（通常指地理坐标系）下进行

三维定位解算，旋转椭球表面的几何曲率半径是一个非常重要的参数。 

首先给出法截线的概念。参见图 3.1-3，包含椭球面上某P 点法线PQ的平面称为法截面，法截面与

子午面之间的夹角记为 A，法截面与椭球的交线称为法截线。显然，当法截面包含南北极点时，法截线

即为子午圈；当法截面垂直于子午面时，法截线称为卯酉圈。 

O

eZ

eX

eY

A'X 'Z

'Y

P

Q

 
图 3.1-3   法截线及其局部坐标系 
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在图 3.1-3 中，不失一般性，假设 P 点在本初子午线上，以 P 为坐标原点建立局部直角坐标系

' ' 'PX Y Z ，其中 'PX 轴沿法线向外， 'PZ 轴沿法截线切线方向。不难看出，若坐标系 ' ' 'PX Y Z 先绕 'PX

轴转动 A角度，然后绕 'PY 轴转动 L角度，再作相应平移，则可得
e e eOX Y Z 坐标系（即地心直角坐标系）。

根据椭圆参数方程（3.1-12）知P 点在
e e eOX Y Z 坐标系下的坐标为

T
2cos 0 (1 )sinN NR L R e L   ，此

即前述平移的坐标值，所以 ' ' 'PX Y Z 和
e e eOX Y Z 两坐标系之间的坐标变换关系为 

2

cos 0 sin 1 0 0 ' cos

0 1 0 0 cos sin ' 0

sin 0 cos 0 sin cos ' (1 )sin

N

N

x L L x R L

y A A y

z L L A A z R e L

         
         

 
         
                   

       （3.1-20） 

将上式代入旋转椭球方程
2 2 2

2 2
1

e p

x y z

R R


  ，移项整理得 

2 2 2 2 22 (1 )( cos cos sin ) 0Nx z R z e e x A L z L                         （3.1-21） 

由于在 ' ' 'PX Y Z 局部坐标系下表示的法截线方程必有 0y  ，因而上式中不含 y项。 

将式（3.1-21）对坐标 x求一次导和二次导，代入平面曲线的曲率计算公式，可得法截线在P 点

的曲率 
3/2

2

2 2 2 2 2

( , ) (0,0)

1 d
1 ( )

d / d d 1 cos cos

N
A

P x z

Rz
R

z x x e A L
  

 
       

           （3.1-22） 

特别地，当角度 0A  或 π / 2时，分别有 
2 2

0 2 2 2 2 2 2 3/2

(1 ) (1 )

1 cos 1 sin (1 sin )

N N e
M A

R R e R e
R R

e L e L e L


 
   

  
           （3.1-23） 

π/2
2 21 0 1 sin

N e
A

R R
R

e L
  

 
                       （3.1-24） 

通常称
0M AR R  为子午圈主曲率半径；而称

π/2N AR R  为卯酉圈主曲率半径。在图 3.1-2 中卯酉圈曲

率半径即对应于线段PQ的长度。除在地理纬度 π / 2L   处有
M NR R 外，其它纬度处总有

M NR R 。 

3 大地坐标及其变化率 

 在旋转椭球表面上P 点处，纬圈切线与经圈切线相互垂直，且两切线同时垂直于椭球面的法线。在

椭球表面上定义直角坐标系
0 0 0 0o x y z ：P 点为坐标原点（重记为 0o ），纬圈切线指东、经圈切线指北、

椭球面法线指天分别为 0 0o x 轴、 0 0o y 轴和 0 0o z 轴的正向。参见图 3.1-4，若某点
go 在坐标系

0 0 0 0o x y z 中

的直角坐标为 (0,0, )go h ，显然
go 在椭球面P 点的法线上，h 称为

go 点的地理高度。以
go 为原点建立

坐标系
g g g go x y z ，其三轴分别平行于

0 0 0 0o x y z 的同名坐标轴，称
g g g go x y z 为当地地理坐标系，简记为 g 系。

go 点相对于地球椭球的空间位置可用所谓的大地坐标（地理坐标）表示，记为 ( , , )go L h 。 

Q

x

L

0xv


NR

0yv

L

L

MR

xv

h

yv

0( )P o

go

go

0( )P o

 
（a）经度变化率                   （b）纬度变化率 

图 3.1-4  速度引起的经纬度变化 
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在 图 3.1-4 中 ， 如 果 0o 点 对 地 球 坐 标 系
e e eOX Y Z 的 速 度 在

0 0 0 0o x y z 系 的 投 影 记 为

0

0 0 0

T

0
o

eo x yv v   v 。注意到，
0 0o x 轴与纬圈相切，两者在同一个平面内，因而

0xv 仅会引起经度的变

化，有 

0 0

cos

x x

N

v v

x R L
                                 （3.1-25） 

同理，
0 0o y 轴与经圈相切，两者在同一平面内，因而速度

0yv 仅会引起纬度的变化，考虑到 P 点所在子

午圈的曲率半径为
MR ，则有 

0y

M

v
L

R
                                   （3.1-26） 

对于地理高度为h 的
go 点，假设其速度为

T
g

eg x y zv v v   v ，根据图 3.1-4 中几何关系，有 

0x x

N N

v v

R R h



                              （3.1-27） 

0y y

M M

v v

R R h



                              （3.1-28） 

上述两式分别代入式（3.1-25）和（3.1-26），并考虑到天向速度
zv 仅引起地理高度 h 变化，得速度 g

egv 与

大地坐标 ( , , )L h 之间的关系，分别为 

( )cos

x

N

v

R h L
 


                              （3.1-29） 

y

M

v
L

R h



                                 （3.1-30） 

zh v                                    （3.1-31） 

地理坐标系
g g g go x y z 与地球坐标系

e e eOX Y Z 之间的转动关系可以用方向余弦阵表示，常称之为

位置矩阵，记为 e

gC 。参见图 3.1-5，g 系先绕Z 轴转动 π / 2 ，接着绕Y 轴转动 (π / 2 )L  ，再绕Z

轴转动  ，这时 g 系三轴可与 e 系相应坐标轴平行。据此，可计算得位置矩阵 

O

eZ

eX

eYgX
gZ

gY

P


L

'

"

(1) : Rot( , π / 2)

(2) : Rot( , (π / 2 ))

(3) : Rot( , )

g

g

g

g e

Z

Y L

Z 





 



 
图 3.1-5  g 系至 e 系的三次转动 
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cos( ) sin( ) 0 cos( (π/2 )) 0 sin( (π/2 ))

sin( ) cos( ) 0 0 1 0

0 0 1 sin( (π/2 )) 0 cos( (π/2 ))

cos( π/2) sin( π/2) 0

sin( π/2) cos( π/2) 0

0 0 1

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

e

g

L L

L L

 

 

 

 

         
   

   
   
         

  
 

   
 
  

 
 



 

C

sin 0 cos 0 1 0

0 1 0 1 0 0

cos 0 sin 0 0 1

sin sin cos cos cos

cos sin sin cos sin

0 cos sin

L L

L L

L L

L L

L L

  

  

   
   

    
       

  
 

 
 
  

        （3.1-32） 

对上式两边同时微分，得 

cos ( cos cos sin sin ) sin cos cos sin

sin ( cos sin sin cos ) sin sin cos cos

0 sin cos

sin sin cos cos cos 0

cos sin sin cos sin

0 cos sin

e

g

L L L L L L

L L L L L L

L L L L

L L

L L

L L

       

       

  

  

     
 

      
  

   
 

 
 
  

C

sin cos

sin 0 cos

cos 0 sin

e

g

L L L

L L L

L L L

 

 

 

    
    

     
          

C

  （3.1-33） 

上式与方向余弦阵微分公式 ( )e e g

g g eg C C ω 对比，并将经纬度公式（3.1-29）和（3.1-30）代入，分别记 ,x yv v

为 ,E Nv v ，可得 

 

T
T

cos sin tang N E E
eg

M N N

v v v
L L L L

R h R h R h
 

 
          

ω          （3.1-34） 

这便是载体运动速度引起导航系旋转角速度的计算公式。 

4 大地坐标与地心直角坐标之间转换 

下面给出同一地点的地理坐标 ( , , )L h 与地心直角坐标 ( , , )x y z 之间的相互转换关系。 

（1）由 ( , , )L h 求解 ( , , )x y z  

根据式（3.1-15）和图 3.1-2，不难求得 

2

( )cos cos

( )cos sin

(1 ) sin

N

N

N

x R h L

y R h L

z R e h L





  


 


     

                         （3.1-35） 

其中，子午圈曲率半径
NR 的计算见式（3.1-14）或重写如下 

2 21 sin

e
N

R
R

e L



                            （3.1-36） 

 （2）由 ( , , )x y z 求解 ( , , )L h  

首先，由式（3.1-35）中第二式除第一式，得 

sin

cos

y

x




                                 （3.1-37） 

由上式可直接解得经度 

atan2( , )y x                               （3.1-38） 

其次，对于纬度，不能求得显式表示，通常采用迭代算法，推导过程如下： 

由式（3.1-35）中第一式和第二式实施如下运算 
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2 2( )cosNR h L x y                            （3.1-39） 

由式（3.1-35）中第三式移项整理，可得 
2( )sin sinN NR h L z R e L                           （3.1-40） 

式（3.1-40）除以式（3.1-39），得 
2

2 2

sin
tan Nz R e L

L
x y






                          （3.1-41） 

将式（3.1-36）改写成
2 2cos 1 (1 ) tan

e
N

R
R

L e L


 
，再代入上式，得 

2

2 2 2 2

tan1
tan

1 (1 ) tan

eR e L
L z

x y e L

 
  

     

                 （3.1-42） 

如记 tant L ，则由上式可构造出求解纬度正切值的迭代公式，如下 

2

1
2 2 2 2

1

1 (1 )

e i
i

i

R e t
t z

x y e t


 
  
    

                    （3.1-43） 

令迭代初值
0 0t  ，一般经过 5～6 次迭代便可达到足够的数值计算精度，再求反正切即可获得纬度L。 

最后，根据（3.1-39）求解高度，得 

2 2

cos
N

x y
h R

L


                             （3.1-44） 

式（3.1-38）、（3.1-43）和（3.1-44）即为由 ( , , )x y z 求解 ( , , )L h 的算法。 

3.2 地球的正常重力场 

在地球的大地水准体描述中，水准体表面是地球实际重力场的一个等位面，每一点的重力方向均与

该点所在等位面相垂直，实际的重力方向一般称为天文垂线，或称真垂线。由于实际地球内部密度分布

不均匀，并且表面凹凸不平，大地水准面不规则，因而实际重力的大小和方向也不规则。与地球的几何

形状描述类似，也希望使用一个简单的数学函数来拟合地球重力场，这个简单函数表示的重力场就称为

正常重力场。 

重力是地球万有引力和离心力共同作用的结果，参见图 3.2-1，在P 点处，重力矢量G 是引力矢量F

和离心力矢量 F 的合力。 

ieω

P

 
图 3.2-1  重力矢量 

1．圆球假设下的地球重力 

若将地球视为圆球体并且认为密度均匀分布，那么地球引力指向地心，根据牛顿万有引力定律，地

球对其表面或外部单位质点的引力大小为 

2 2

GM
F

r r


                                  （3.2-1） 

其中，G 为万有引力常数，M为地球质量，记 =GM 为地心引力常数， r 为质点至地心的距离。 
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 由于地球绕其极轴存在自转角速率
ie ，使得与地球表面固连的单位质点受到离心力的作用，其大

小为 
2 cosieF R L                                 （3.2-2） 

其中，R 为圆球半径， L是地理纬度（在圆球假设中即为地心纬度）。重力是引力与离心力的合力，引

力与离心力之间的夹角为 π L ，根据余弦定理，在纬度为 L的地方上P 点的重力大小为 

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2

2 2

2 2
2 2

2 cos(π )

( cos ) 2 cos

( ) 2 sin ( ) sin

( 1/ 2 )
( ) 1 2 sin

( )

1 2 sin 1 sin

L

ie ie

ie ie ie

ie ie
ie

ie

ie ie
e e

e e

g F F FF L

F R L F R L

F R F R L R L

F R R
F R L

F R

R R
g L g L

g g

 

  

 




 

    

  

   

 
   

 

 
    

 

               （3.2-3） 

其中， 2

e ieg F R  为赤道上的重力大小。 

实践表明，基于圆球假设的重力公式（3.2-3）存在 mg 量级的误差，为了更精确地计算正常重力

值，需要在椭球条件下进行重力推导。 

2．旋转椭球假设下的地球重力 

对于地球旋转椭球体，假设在椭球表面上重力矢量处处垂直于表面，也就是说，旋转椭球表面为重

力的一个等位面，意大利人索密里安（Somigliana）于 1929 年经过严密推导（过程比较复杂，从略），

获得了旋转椭球体的正常重力公式，如下 
2 2

2 2 2 2

cos sin

cos sin

e e p p

L

e p

R g L R g L
g

R L R L






                          （3.2-4） 

其中，
eR 和

pR 分别为旋转椭球的赤道长半轴和极轴短半轴，
eg 和

pg 分别为赤道重力和极点重力，
Lg 为

地理纬度L处椭球表面的重力大小。 对于赤道重力
eg 和极点重力

pg ，近似有 

2

3 3
(1 )

2 7

6
(1 )

7

e

e p

p

e

g m mf
R R

g m mf
R






  



   


                          （3.2-5） 

其中， f 为旋转椭球几何形状扁率，约等于 1/298；并且 
2 2

/ ( )

ie e ie e

e p e

R R
m

R R g

 


                              （3.2-6） 

为赤道上的离心力与重力加速度的比值，约等于 1/288。 

记重力扁率为 

p e

e

g g

g



                                 （3.2-7） 

将式（3.2-5）代入上式，并展开成关于m 和 f 级数形式，可得 

http://baike.baidu.com/view/14427.htm
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2 2

2

6 6
(1 ) (1 )(1 )

7 71 1 1
3 3 3 3

(1 ) 1
2 7 2 7

1 6 3 3 3 3
(1 ) 1 ( ) ( ) 1

7 7 2 7 2 7

5 17 15

2 14 4

p
p e p

e e
e

R m mf f m mfg g g

g g
R m mf m mf

m f mf mf m mf m mf

m f mf m


    

      

   

 
           

 

    

        （3.2-8） 

式（3.2-8）建立了重力扁率  与椭球形状扁率 f 之间的关系，若忽略高阶小量，近似有 

5

2
m f                                    （3.2-9） 

上式是利用重力测量方法确定地球形状参数 f 的基本公式，它最早在 1743 年由法国数学家克莱罗（A.C. 

Clairaut）求得，通常称为克莱罗公式。克莱罗在推导公式（3.2-9）时作了如下前提假设：地球是由密

度不同的均匀物质层圈组成的椭球体，各椭球面都是重力等位面，且各层密度由地心向外有规律的减小。

需要说明的是，克莱罗公式是近似成立的公式，而索密里安公式却是理论上严格成立的，并且后者的前

提条件更加宽松，对椭球体密度不做任何限制。 

若将 (1 )p eg g  和 (1 )p eR f R  代入索密里安公式（3.2-4），展开为 和 f 级数形式，可得 
2 2 2

1/22 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

2 2

2 2

cos (1 )(1 )sin 1 ( )sin

cos (1 ) sin 1 (2 )sin

1 3
1 ( )sin 1 (2 )sin (2 )sin

2 8

1
1 ( ) (2 ) sin

2

3 1
(2 ) (

8 2

L e e

e

e

L f L f f L
g g g

L f L f f L

g f f L f f L f f L

g f f f f L

f f

  

 

 

     
 

     

 
               

 

  
       

 

   2 4

2 2 2 4

)(2 ) sin

1 1
1 ( )sin ( )sin

2 2
e

f f f f L

g f f L f f L

 

  

 
     

  

 
        

 

   （3.2-10） 

考虑到如下三角函数恒等式 
2 2 2 2 2 4sin 2 (2sin cos ) 4sin (1 sin ) 4sin 4sinL L L L L L L              （3.2-11） 

将上式移项有 

4 2 21
sin sin sin 2

4
L L L                           （3.2-12） 

再将式（3.2-12）代入式（3.2-10），忽略高阶小量，可得 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

1

1 1 1
1 ( )sin ( )(sin sin 2 )

2 2 4

1
1 sin (2 )sin 2

8

(1 sin sin 2 )

L e

e

e

g g f f L f f L L

g L f f L

g L L

  

 

 

 
       

 

 
    

 

  

        （3.2-13） 

其中 

2

1

1
(2 )

8
f f                               （3.2-14） 

若将克莱罗公式（3.2-9）代入上式，还可得 

2 2

1

1 5 1
2( ) (5 )

8 2 8
m f f f mf f

 
     

 
                  （3.2-15） 

式（3.2-13）为索密里安公式的良好近似（最大误差约为12μg），实用中的正常重力模型常常是以该形

http://baike.baidu.com/view/5450671.htm
http://baike.baidu.com/subview/689089/689089.htm
http://baike.baidu.com/subview/614919/614919.htm
http://baike.baidu.com/view/38960.htm
http://baike.baidu.com/view/414560.htm
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式给出的，它比式（3.2-4）的计算量稍小些。历史上曾给出过以下一些重要的正常重力模型。 

（1）1901 年，德国人赫尔默（Helmert）根据当时波斯坦系统的几千个重力测量结果，给出正常

重力公式为： 

2 2 29.7803 (1 0.005302 sin 0.000007 sin 2 ) (m/ s )Lg L L            （3.2-16） 

上式称为赫尔默正常重力公式，其中重力扁率 0.005302 1/188.6   ，利用克雷诺定理，可以计算出

相应的参考椭球的扁率 1/ 298.3f  。 

（2）1909 年，美国人海福特（Hayford）根据美国当时的大地测量结果给出了一个参考椭球，它

的赤道半径 6378388meR  和几何扁率 1/ 297.0f  ；1928 年，芬兰人海斯卡宁（Heiskanen）根据当

时的重力测量结果计算出正常场地球模型在赤道上的重力为 29.78049m/seg  。若取地球自转角速率

57.2921151 10 rad/ sie   ，根据上述四个独立参数，可计算得 

2 2 29.78049 (1 0.0052884 sin 0.0000059 sin 2 ) (m/ s )Lg L L            （3.2-17） 

1930 年，国际大地测量与地球物理联合会（IUGG）将上式定为国际正常重力公式。 

（3）利用现代卫星测量技术，IUGG 于 1979 年通过了 1980 大地参考系，与其对应的正常重力公

式为 

2 2 29.780327 (1 0.00530244 sin 0.00000585 sin 2 ) (m/ s )Lg L L            （3.2-18） 

（4）1987 年，WGS-84（World Geodetic System 1984）大地坐标系给出的地球参数为：半长轴

6378137meR  ，扁率 1/ 298.257223563f  ，地心引力常数（含大气层） 14 3 23.986004418 10 m /s   ，

地球自转角速率 57.2921151467 10 rad/ sie   。如不考虑大气层影响，可推导得正常重力公式 

2 2 29.780325 (1 0.00530240 sin 0.00000582 sin 2 ) (m/ s )Lg L L           （3.2-19） 

3．重力与海拔高度的关系 

在地球表面附近的重力场中，引力与离心力相比前者占主要成分，重力随海拔高度增加而减小，其

变化规律与引力随距离增加而减小的规律近似相同。分析高度影响时，不妨将地球近似成圆球且质量集

中在地心，地球对高度为h 的单位质点的引力为 

2( )
F

R h





                                  （3.2-20） 

对上式两边同时微分，得 

23 3
d 2 d 2 d d

( )
F h h h

R h R

 
     


                     （3.2-21） 

其中 

2 3
2

R


                                   （3.2-22） 

若设地心引力常数 14 3 23.986005 10 m /s   和地球平均半径 6371kmR  ，则有 6 2

2 3.08 10 s    ，这

表示在地球表面附近高度每升高1m，引力值（或重力值）将减小 6 23.08 10 m/s （约0.3μg）。 

综合式（3.2-13）和式（3.2-21），可求得地球表面附近正常重力随纬度和高度变化的实用计算公式，

即在大地坐标 ( , , )go L h 处的重力值，记为 
2 2

1 2(1 sin sin 2 )Lh eg g L L h                           （3.2-23） 

值得注意的是，上式只给出了重力的大小，其方向应该是
go 点处的铅垂向（真垂线），而不是该点

的地理法向（地理垂线），如图 3.2-2 所示。 1967 年，Heiskanen 给出了真垂线和地理垂线之间夹角的

近似公式 
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3 sin 2

Lh

h L

g


                               （3.2-24） 

其中， 9 2

3 8.08 10 s    ，在纬度 45L  °处，高度每上升 1km，约增加 98.08 10 1000/9.8 0.17"   。

显然，除了赤道和极点外，只有在旋转椭球表面上（ 0h  ）真垂线与地理垂线才能严格重合。 

x

z
P

L



o

 
图 3.2-2  正常重力场的垂线偏差 

当以地理坐标系（ g 系）作为惯性导航参考坐标系时，为了扣除重力的影响，需将重力矢量投影到

地理坐标系，表示为 

3

0 0

sin sin 2

cos

g

Lh

Lh Lh

g h L

g g

 



   
   

   
   
       

g                        （3.2-25） 

上式的三个分量依次表示重力矢量在东、北和天向的投影值，同样在纬度 45L  °处，高度每上升 1km，

北向重力分量将变化 98.08 10 1000 0.8ug   ，这一影响在高空高精度惯性导航中是需要考虑和补偿

的。更高精度的且与实际地球相关的重力场计算和补偿详见 3.3 节介绍。 

3.3 地球重力场的球谐函数模型 

在 3.2 节中正常重力场描述的是规则地球产生的重力场，但实际地球并不规则，正常重力场只是实

际重力场的一个较好的近似，为了更加细致地刻画实际地球的重力场，需引入球谐函数和重力位等概念，

这在高精度惯性导航系统的重力场建模和补偿中十分有用。 

3.3.1 球谐函数的基本概念 

1. 拉普拉斯方程 

如果三元函数 ( , , )u x y z 在空间区域上满足如下偏微分方程 
2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
  

  
                             （3.3-1） 

则称u 是区域上的调和函数，或称谐函数，上述方程称为拉普拉斯方程（Laplace equation）。 

方程（3.3-1）可简记为 

0u                                     （3.3-2） 

其中，算符 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
                             （3.3-3） 

称为拉普拉斯算子。 
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参见图 3.3-1，球面上一点u ，其直角坐标 ( , , )x y z 与极坐标 ( , , )r   之间的坐标转换关系为 

o

z

x

y

u

r





 
图 3.3-1  直角坐标与极坐标 

sin cos

sin sin

cos

x r

y r

z r

 

 







 

                             （3.3-4） 

其中， r 为点u 距坐标中心的距离，为经度， 为极距或称余纬。 

经推导（过程繁琐从略，附录？），可求得拉普拉斯算子（3.3-3）在球坐标下的表示 
2

2

2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
r

r r r


    

     
    

     

               （3.3-5） 

因而，用球坐标表示的拉普拉斯方程为 

 
2

2

2 2 2

1 1 1
( ) (sin ) 0

sin sin
r u

r r r


    

     
   

     

               （3.3-6） 

2. 球坐标下拉普拉斯方程的求解 

求解拉普拉斯方程（3.3-6）一般采用分离变量法，假设它的解为 

( , , ) ( ) ( , )u r R r Y                             （3.3-7） 

将式（3.3-7）代入式（3.3-6），得 
2

2

2 2 2

1
( ) (sin ) 0

sin sin

R R Y R Y
Y r

r r r


    

     
   

     

             （3.3-8） 

上式两边同时乘以
2r

RY
，移项可得 

2
2

2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin

R Y Y
r

R r r Y Y


    

    
  

    
              （3.3-9） 

式（3.3-9）左边只与函数 R 有关，而右边只与函数Y 有关，欲使两边相等，必须使它们都等于同

一常值，显然该常值总可以表示为 ( 1)n n 形式，所以有 

2 d1 d
( ) ( 1)

d d

n

n

R
r n n

R r r
                           （3.3-10） 

2

2 2

1 1
(sin ) ( 1)

sin sin

n n

n n

Y Y
n n

Y Y


    

 
   

  
              （3.3-11） 

其中，R 、Y 分别记为
nR 和

nY ，角标表示与常值参数n 相关的解。 

注意到式（3.3-10）变成了常微分方程，稍微整理，可得 
2

2

2

d d
2 ( 1) 0

d d

n n
n

R R
r r n n R

r r
                        （3.3-12） 

上式为欧拉常微分方程，其通解为 
( 1)( ) i n e n

n n nR r A r A r                            （3.3-13） 
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其中， i

nA 和 e

nA 为任意常系数。 

对式（3.3-11）左边的第一项进一步展开，该式可化为 
2 2

2 2 2

cos 1 1
( 1)

sin sin

n n n

n n n

Y Y Y
n n

Y Y Y



    

  
    

  
              （3.3-14） 

上式两边同时乘以
nY 并移项整理，得 

2 2

2 2 2

1
cot ( 1) 0

sin

n n n
n

Y Y Y
n n Y

   

  
    

  
               （3.3-15） 

再次对式（3.3-15）采用分离变量法，令 ( , ) ( ) ( )n n nY Λ Θ    并代入，得 

2 2

2 2 2
cot ( 1) 0

sin

n n n n
n n n n

Θ Θ Θ Λ
Λ Λ n n Λ Θ

   

  
    

  
            （3.3-16） 

上式两边同时乘以
2sin

n nΛ Θ

 并移项整理，得 

2 22

2 2

1 sin
cot ( 1)n n n

n

n n

Λ Θ Θ
n n Θ

Λ Θ




  

   
     

   

              （3.3-17） 

式（3.3-17）的左边只与函数
nΛ 有关，而右边只与函数

nΘ 有关，同样它们都应等于同一常数 l ，所

以有 
2

2

d1

d

n

n

Λ
l

Λ 
                             （3.3-18） 

22

2

d dsin
cot ( 1)

d d

n n
n

n

Θ Θ
n n Θ l

Θ




 

 
    

 

                 （3.3-19） 

在方程（3.3-18）中，考虑到经度坐标  的自然周期条件 ( ) ( 2π)Λ Λ   ，常数取值必须为

2 ( 0,1,2, )l m m  ，由此求得方程（3.3-18）的解为 

( ) cos sinm m m

n n nΛ C m S m                         （3.3-20） 

其中， m

nC 和 m

nS 为任意常系数。 

,将式（3.3-19）整理，考虑到 2l m ，可得 
2 2

2 2

d d
cot ( 1) 0

d d sin

m m
mn n
n

Θ Θ m
n n Θ

  

 
     

 

              （3.3-21） 

其中， m

nΘ 的角标表示与常值参数n 和m 相关的解。 

令 cosx  ，则有
d

sin
d

x



  ，并且有 

    
d d dd

sin
d d d d

m m m

n n nΘ Θ Θx

x x


 
                         （3.3-22） 

2

2

2
2

2

d d d dd d d
( sin ) cos sin

d d d d d d d

d d d dd d
cos sin cos sin

d d d d d d

m m m m

n n n n

m m m m

n n n n

Θ Θ Θ Θx

x x x x

Θ Θ Θ Θx

x x x x x

  
  

   


    

     

        （3.3-23） 

将式（3.3-22）和（3.3-23）代入式（3.3-21），并记 ( )m

nΘ  为 ( )y x ，可得 

2 2
2

2 2

d d
(1 ) 2 ( 1) 0

d d 1

y y m
x x n n y

x x x

 
      

 

                 （3.3-24） 

上式称为连带勒让德方程（associated Legendre equation），由 cosx  可知自变量的取值范围为

1 1x   。特别地，当 0m  时称其为勒让德方程，重写如下 
2

2

2

d d
(1 ) 2 ( 1) 0

d d

y y
x x n n y

x x
                          （3.3-25） 
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至此，将拉普拉斯偏微分方程的求解问题转化成了三个常微分方程的求解，即方程（3.3-12）、

（3.3-18）和（3.3-25），其中前面两个方程求解都比较容易，并已经获得解决，接下来主要介绍勒让

德方程（3.3-25）的求解及其解的特性。 

3. 勒让德多项式 

在勒让德方程（3.3-25）中，实际使用时参数n 多为非负整数，求解该方程一般采用级数法，设级

数解为 
2 3

0 1 2 3 0
( ) ( )c k c

kk
y x x a a x a x a x a x

 


                     （3.3-26） 

将上式及其一阶和二阶导数代入式（3.3-25），可求得待定系数
ka （过程繁琐从略），从而获得通解 

1 2( ) ( ) ( )n ny x C P x C Q x                             （3.3-27） 

其中，
1C 和

2C 为任意常系数； ( )nP x 称为第一类勒让德多项式，最高阶次为n ，它在区间[ 1,1] 上为有

限值； ( )nQ x 称为第二类勒让德多项式，为无穷级数，它在区间[ 1,1] 上是无界的。这里主要讨论 ( )nP x ，

它的级数表达式为 

[ /2] 2

0

(2 2 )!
( ) ( 1)

2 !( )!( 2 )!

n k n k

n nk

n k
P x x

k n k n k






 

 
                 （3.3-28） 

其中，[ / 2]n 表示取整运算。实际上，式（3.3-28）亦可表示成如下n 阶导数的形式 
21 d ( 1)

( )
2 ! d

n n

n n n

x
P x

n x


                           （3.3-29） 

在上式中，只需用二项式定理展开 2( 1)nx  ，然后逐项求 n 阶导，即可验证其与式（3.3-28）相等。式

（3.3-29）一般称为勒让德多项式的罗德里格（Rodrigues）表示。 

勒让德多项式具有如下递推公式 

0 ( ) 1P x                                    （3.3-30a） 

1( )P x x                                   （3.3-30b） 

 1 1

1
( ) (2 1) ( ) ( ) ( 1)

1
n n nP x n xP x nP x n

n
    


          （3.3-30c） 

上式为递推求解高次的勒让德多项式带来了极大的方便。 

若将勒让德方程（3.3-25）两边同时对 x 微分m 次 ( )m n ，并记
d

d

m

m

y
w

x
 ，可得 

 
2

2

2

d d
(1 ) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 0

d d

w w
x x m n n m m w

x x
                      （3.3-31） 

引入新的变量 2 /2(1 )mz x w  ，则有 
2 2

2

2 2

d d
(1 ) 2 ( 1) 0

d d 1

z z m
x x n n z

x x x

 
      

 

                 （3.3-32） 

显然，式（3.3-32）与式（3.3-24）的含义完全相同，均表示连带勒让德方程。上式的推导过程说明，

如果 y 是勒让德方程的解，则 2 /2 d
(1 )

d

m
m

m

y
z x

x
  必定是连带勒让德方程的解，所以连带勒让德方程

（3.3-32）的通解可以表示为 

1 2( ) ( ) ( )m m

n nz x C P x C Q x                           （3.3-33） 

其中，
1C 和

2C 为任意常系数，并且有 

2 /2 d ( )
( ) (1 )

d

m
m m n

n m

P x
P x x

x
                          （3.3-34） 

2 /2 d ( )
( ) (1 )

d

m
m m n
n m

Q x
Q x x

x
                          （3.3-35） 

( )m

nP x 称为 n 次m 阶第一类连带勒让德多项式，在区间[ 1,1] 上为有限值； ( )m

nQ x 称为 n 次m 阶第二类
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连带勒让德多项式，在区间[ 1,1] 上是无界的。与式（3.3-27）一样，这里主要讨论 ( )m

nP x 。 

在式（3.3-34）中，当 0m  时显然有 0( ) ( )n nP x P x ，因此可将勒让德多项式 ( )nP x 记作 0( )nP x 。后

面为了叙述简便，在不引起混淆情况下，统一将勒让德多项式和连带勒让德多项式称为勒让德多项式。

为了便于直观了解，表 3.3-1 给出一些低阶的勒让德多项式的显式表达式，图 3.3-2 给出了相应的曲线。 

 
表 3.3-1  勒让德多项式显式 

( )m

nP x  
m  

0 1 2 3 4 5 

n

 

0 1 - - - - - 

1 x  t  - - - - 

2 
21

(3 1)
2

x   3xt  23t  - - - 

3 
31

(5 3 )
2

x x  23
(5 1)

2
x t  215xt  315t  - - 

4 
4 21

(35 30 3)
8

x x   35
(7 3 )

2
x x t  2 215

(7 1)
2

x t  3105xt  4105t  - 

5 
 

5 31
(63 70 15 )

8
x x x 

 

4 215
(21 14 1)

8
x x t 

 

3 2105
(3 )

2
x x t

 

2 3105
(9 1)

2
x t  

 

4945xt  
 

5945t  
 

注：表中简记 2 1/2(1 )t x  ，若设 cosx  则有 sint  。式（3.3-30）和（3.3-34）所示规律在表中得

到了清楚的体现。 

 

 
图 3.3-2  勒让德多项式曲线 

 

连带勒让德多项式具有如下递推公式 

1 2 1/2

1

1
( )

(2 1) ( )(1 )

m

n m

n

P x
n P x x




 

 

           
( 0)

( 0)

m n

m n

 

 
    （3.3-36a） 

1( ) (2 1) ( )m m

n nP x n xP x                  ( 1)m n       （3.3-36b） 

1 2

1
( ) (2 1) ( ) ( 1) ( )m m m

n n nP x n xP x n m P x
n m

 
      

    ( 2)m n      （3.3-36c） 
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对照表 3.3-1，不难看出式（3.3-36a）给出了表中的对角线元素，式（3.3-36b）给出了次对角线元素，

式（3.3-36c）给出剩余其它元素。显然，式（3.3-30）可以看作式（3.3-36）中当 0m  时的特例。 

此外，连带勒让德多项式还存在如下求导公式 

2 1d ( )
( )(1 )

d

m
mn

n

P x
nxP x x

x

                 ( )n m      （3.3-37a） 

2 1

1

d ( )
( ) ( ) ( ) (1 )

d

m
m mn

n n

P x
nxP x n m P x x

x




      

      ( )n m      （3.3-37b） 

若固定某一非负整数m ，勒让德多项式函数系 ( )m

n n m
P x




在区间[ 1,1] 上是完备正交系，有 

1

1

0 ( )

( ) ( )d 2( )!
( )

(2 1)( )!

m m

k n

k n

P x P x x n m
k n

n n m





 
  

                   （3.3-38） 

若记正规化勒让德多项式
(2 1)( )!

( ) ( )
2( )!

m m

n n

n n m
P x P x

n m

 



，则 

0
( )m

n n
P x




是完备的正规正交系。 

如果一元函数 ( )f x 在区间[ 1,1] 上单值连续，则 ( )f x 可按勒让德多项式展开且收敛，即有 

0
( ) ( )m

n nn
f x C P x




                            （3.3-39） 

其中 
1

1

(2 1)( )!
( ) ( )d

2( )!

m

n n

n n m
C f x P x x

n m 

 


                       （3.3-40） 

式（3.3-39）右端的级数称为傅里叶—勒让德级数，它是一种广义傅里叶级数。 

最后，给出勒让德多项式 ( )m

nP x 的一些重要特点： 

（1）当 0m  时， ( )m

nP x 在端点 1x   处取值为 1 或 1 ，或者说 0( 1) 0nP   ，而当 0m  时端点处

均为 0，即 0( 1) 0m

nP    ； 

（2）当m n 为偶数时， ( )m

nP x 是偶函数，否则为奇函数； 

（3）在开区间 ( 1,1) 上， ( )m

nP x 有n m 个零点，特别地， 0( )nP x 有 n 个零点，而 ( )n

nP x 在 ( 1,1) 上

无零点。 

4. 球谐函数 

（1）面球谐函数 

在勒让德多项式 ( )m

nP x 中，做变量替换 cosx  ，考虑到 x 的取值范围为[ 1,1] ，则方程（3.3-21）

的解为 

( ) (cos )m m

n nΘ P                              （3.3-41） 

因此，在微分方程（3.3-15）中，对于任一常数m （0 m n  ），其解为 

( , ) ( ) ( ) ( cos sin ) (cos )m m m m m m

n n n n n nY Λ Θ C m S m P                   （3.3-42） 

当m 取遍0 ~ n时，所有解的线性组合记为方程（3.3-15）的通解，为 

0 0

0 0

1

0

1

( , ) ( , ) ( cos sin ) (cos )

(cos ) ( cos sin ) (cos )

( cos sin ) (cos )

n nm m m m

n n n n nm m

n m m m

n n n n nm

n m m m

n n n nm

Y Y C m S m P

C P C m S m P

C C m S m P

      

   

  

 





  

  

  

 





        （3.3-43） 

易知，在 ( , )nY   中共有 (2 1)n 个相互独立的基本函数 
0

(cos )cos , (cos )sin
n

m m

n n m
P m P m   


，二元自

变量 ( , )  的定义域为单位球面 : 0 π,0 2πS      ，常称这些函数为n 次面球谐函数（或球面调和函

数，spherical harmonic function），相应地，式（3.3-15）称为n 次球面函数方程。 

根据勒让德多项式 ( )m

nP x 的特点，考虑到 cosx  且cos 在0 π  上是单调的，可知：当m n

为偶数时 (cos )m

nP  关于 π/2  （赤道）是偶对称的，而当m n 为奇数时 (cos )m

nP  关于赤道是奇对称的；
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(cos )m

nP  的零点个数与 ( )m

nP x 相同，即 (cos )m

nP  在 (0, π)上有n m 个零点，特别地， (cos )n

nP  无零点，

而 0(cos )nP  有 n 个零点。还易知，cos m在0 2π  上均匀分布着2m 个零点，特别地，当 0m  时无

零点。 

所以，对于余弦面球谐函数 (cos )cosm

nP m  （ 0n  ）而言，其特点为：（1）当 0m  时，有

0(cos )cos (cos )m

n nP m P   ，这显示面球谐函数与经度无关， 0(cos )nP  的 n 个零点形成函数值等于 0

的 n 条纬线，把球面分隔成 1n 个条带，因而当 0m  时面球谐函数也形象地称为带谐函数（或主谐函

数）；（2）当m n 时，有 (cos )cos (cos )cosm n

n nP m P n    ， (cos )n

nP  除极点 0  和 π  外无其它

零点，而cosn的2n个零点形成函数值等于 0 的2n条经线，把球面分隔成2 1n 个扇形，因而当m n

时面球谐函数也形象地称为扇谐函数；（3）当0 m n  时，在 (cos )cosm

nP m 中，一方面 (cos )m

nP  的

n m 个零点形成函数值等于0的 n m 条纬线，另一方面cos m的2m 个零点形成函数值等于0的2m 条

经线，这些函数值等于 0 的纬线和经线将球面分隔成2 ( 1)m n m  个方块（极点周围为三角块），因而

当0 m n  时面球谐函数形象地称为田谐函数。此外，对于任意球面谐函，由函数值为 0 的经线（或

纬线）分隔的相邻区域的函数值正负符号正好相反。图 3.3-3 给出了 4n  时的带谐函数、扇谐函数和

田谐函数示意图。 

 
(a)带谐函数               (b)田谐函数（含中间三幅小图）               (c)扇谐函数 

图 3.3-3  面球谐函数（ 4n  ，图中红色区域函数值为正而蓝色为负） 

对于正弦面球谐函数 (cos )sinm

nP m  ( 0)m  ，它与 (cos )cosm

nP m 在经度上相位相差正好为 π/2，

即前者绕极轴转动 o90 /m即可得后者，两者其它特点完全一致，无需赘述。 

 在式（ 3.3-43）中，当 n 取遍 0 ~  时，所有的面球谐函数构成面球谐函数系，记作

 
0

(cos )cos , (cos )sinm m

n n n
P m P m   




( )m n 。面球谐函数系是球面上的完备正交系，任意两函数之间

存在如下正交关系 

1 2π

1 0

π 2π

0 0

cos cos
(cos ) (cos ) d d cos

sin sin

cos cos
(cos ) (cos )sin d d

sin sin

0 or

2π(1 )( )!
and

(2 1)( )!

m l

n k

m l

n k

m

m l
P P

m l

m l
P P

m l

n k m l

n m
n k m l

n n m

 
   

 

 
    

 





   
   

   

  
   

  

 


  
   

 

 
       （3.3-44） 

其中 

1 0

0 0
m

m

m



 



 

在被积函数中，符号
cos

sin

m

m





 
 
 

表示 cos m或 sin m任选其一，因而乘积
cos cos

sin sin

m l

m l

 

 

  
  
  

表示四种可

能结果之一。显然，

0

(2 1)( )! (2 1)( )!
(cos )cos , (cos )sin

2π(1 )( )! 2π(1 )( )!

m m

n n

m m n

n n m n n m
P m P m

n m n m
   

 





     
 

     

( )m n
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是球面上的完备正规正交系。 

在球面上的二元连续函数 ( , )f   ，总可按面球谐函数系展开成级数形式，即 

0 0
( , ) ( cos sin ) (cos )

n m m m

n n nn m
f C m S m P    



 
                 （3.3-45） 

其中系数 
π 2π

0 0

(2 1)( )!
( , ) (cos )cos sin d d

2π(1+ )( )!

m m

n n

m

n n m
C f P m

n m
      



 


    

π 2π

0 0

(2 1)( )!
( , ) (cos )sin sin d d

2π(1+ )( )!

m m

n n

m

n n m
S f P m

n m
      



 


    

在实际工作中，球面函数 ( , )f   的具体表达式往往是未知的，只能在球面上测量获得一些离散点

处的函数值，一般使用有限阶次的面球谐函数级数来拟合 ( , )f   ，便于后续插值等应用。 

假设有 k 个球面函数的测量数据，记为 ( , )i i if   ( 1,2, , )i k ，代入式（3.3-45），略去高于n 次的

面球谐函数，得 
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 1 1 1 1
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0 0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

i

n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n i

n n n n n n n

f C c P C c P C c P S s P C c P C c P S s P C c P S s P

C c P C c P S s P C c P S s P

c P c P c P s P c P c P s P c P s P c P c P s P c



         

      



T
0 0 1 1 0 1 1 2 2 0 1 1

0 1 1 1 2 2 2 2 2

n n

n n n

n n

n n n n n i i i

P s P

C C C S C C S C S C C S C S  

  

      H x

  （3.3-46） 

式中，简记c cos ,s sin , (cos )m m

m i m i n n im m P P     ，
i 表示测量误差。 

若将 k 个测量数据合并一起写成矩阵形式，则有 

 f Hx ε                                （3.3-47） 

其中 

1 1 1

2 2 2
, ,

k k k

f

f

f







     
     
       
     
     
     

H

H
f H ε

H

 

在式（3.3-46）中，不大于 n 次的面球谐函数待定系数共有 21 3 5 (2 1) ( 1)n n       个，欲使

方程（3.3-47）有唯一解，测量数据不得少于待定系数个数，即必须满足 2( 1)n k  ，通常为了提高待

定系数的估计精度，选n k 。 

采用最小二乘法求解式（3.3-47），得 
T 1 Tˆ ( )x H H H f                          （3.3-48） 

最后指出，类似于一元函数的有限项傅里叶级数拟合，在n 次的面球谐函数拟合中，认为球面函数

( , )f   以低频成分（长波分量）为主，而忽略高频成分（短波分量）的影响；带谐函数和扇谐函数最

多将半球分别分隔成 1n 和n 份，因此，n 次的面球谐函数拟合的最高角度分辨率近似为 π/n。 

（2）体球谐函数 

在方程（3.3-9）中，即球坐标拉普拉斯方程（3.3-8）中，对于任一非负整数n ，其解为 

( , , ) ( ) ( , )n n nu r R r Y                            （3.3-49） 

当 n 遍历0 ~ ，所有解的线性组合记为方程（3.3-8）的“形式通解”，如下 
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        （3.3-50） 

其中， m i m

n n nC A C  、 m i m

n n nS A S  、 m e m

n n nC A C 和 m e m

n n nS A S 均为常系数，可见 ( )nR r 和 ( , )nY   两者中

的常系数相乘合并之后，不增加常系数的数目。为了简写方便，以后可以去掉这些常系数的上标“ ”。

在式（3.3-50）中，有 

0 0
( , , ) ( cos sin ) (cos )

ni n m m m

n n nn m
u r r C m S m P    



 
             （3.3-51） 
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u r r C m S m P
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
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

 


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        （3.3-52） 

式（3.3-51）一般适用于 ( 1)r  场合；而式（3.3-52）适用于 ( 1)r  场合，在地球引力场中主要应

用的是后者，为简洁，后面讨论时将去掉右上标“ e ”。 在式（3.3-52）中，记 

( 1)( , , ) ( , )n

n nu r r Y                            （3.3-53） 

称为n 次体球谐函数，它与面球谐函数 ( , )nY   之间仅相差了与球半径有关的因子 ( 1)nr   。式（3.3-52）

说明，调谐函数可以展开成一系列体球谐函数之和，或者说，调谐函数可以展开成一系列与球半径有关

的面球谐函数之和。 

类似于球面函数情形，在实际工作中，谐函数 ( , , )u r   的具体表达式也往往是未知的，只能在定义

域上测量获得一些离散点处的函数值，需使用有限阶次的体球谐函数级数来拟合 ( , , )u r   。 

同样，假设测量数据为 ( , , )i i i iu r   ( 1,2, , )i k ，代入式（3.3-52），略去高于 n 次的面球谐函数，

得 
0 0 1 10 1 1 0 1 1 2 2

0 0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2 2 2

T
0 0 1 1 0 1 1 2 2 0 1 1
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i i i i i i i i i i i i i i i

n n

n n n n n i i i

c P c P c P c P c P s Pc P c P s P c P c P s P c P s P
u

r r r r r r r r r r r r r r r

C C C S C C S C S C C S C S  

 
  

 

      H x

  （3.3-54） 

若将所有的测量数据合并一起，可得测量方程组，再求解出相应系数向量 x ，不再赘述。 

 如果单位球面 1r  是谐函数 ( , , )u r   定义域的边界，且测量数据均取样在单位球面上，即为

(1, , )i i iu   ，则式（3.3-54）与（3.3-46）完全相同，这种情况下同样可以求得系数向量 x ，实际上这

恰好反映了谐函数的性质：谐函数可以由它在定义域边界上的函数值唯一确定，这也正是高等数学中格

林公式定理的反映。 

习惯上，常将面球谐函数和体球谐函数统称为球谐函数。 

3.3.2 地球引力位函数 

参见图 3.3-4，假设地球总质量为M，dm是其上的质量微元。在地球外部空间上有一质量为m的

质点，dm和m之间的距离为  。 
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m

dm
M



f

 
图 3.3-4  地球对其外部一质点的引力 

根据万有引力定律，dm和m之间的引力大小为 

2

G dm m'
f



 
                                  （3.3-55） 

式中，G 为万有引力常数。 

若质点m沿矢径方向移动d，注意到 f 和d方向正好相反，可得引力做功为 

2

G d
d d d

m m
A f  



 
                                （3.3-56） 

若质点m从无穷远处移动至半径  处，则引力做功为 

2

G d G d G d
d

m m m m m m
A





  



       
                       （3.3-57） 

引力做功必然等于质点m位能（势能）的减少量。可见，在质量微元dm产生的引力场中，若将某一单

位质量质点从无穷远处移动至半径  处，单位质点的位能减少为
G dm




，将该减少量定义为dm的引力

位函数，简称位函数，记为 

G d
d

m
V




                                  （3.3-58） 

位函数dV 是标量，整个地球质量M产生的位函数等于其上各质量微元的位函数之和，即 

M M

d
d G

m
V V


                                （3.3-59） 

若建立直角坐标系 oxyz ， dm和m的坐标分别记为 ( , , )m m mx y z 和 ( , , )x y z ，则有两点间距离公式

2 2 2( ) ( ) ( )m m mx x y y z z       ，将1/ 对坐标 x 求一阶和二阶偏导，分别得 

2 2 3

1 1 1 x x

x x



    

  
        

  
                        （3.3-60） 

2 2
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1 1 3 1 3x x
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  
       
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                       （3.3-61） 

再求位函数V 对坐标 x 的二阶偏导数，得 
2 2 2

2 2 3 5

M M

1 1 3
G d G d

V x
m m

x x   

  
    

   
                       （3.3-62） 

同理，求位函数V 对坐标 y 和 z 的二阶偏导数，有 
2 2

2 3 5

M

1 3
G d

V y
m

y  


  

                              （3.3-63） 

2 2

2 3 5

M

1 3
G d

V z
m

z  


  

                              （3.3-64） 

 上述三式（3.3-62）、（3.3-63）和（3.3-64）相加，得 
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            （3.3-65） 

可见，位函数V 在地球质量M的外部空间上是调和函数。 

参见图 3.3-5，假设球外质点m的球坐标为 ( , , )r   ，球内质量微元dm的球坐标为 ( , ', ')R   ，
0m是

质点m在dm所球面上的投影，记向径R 与 r 之间的夹角为。 

dm


r

x

y

z
m







o

R

0m 

       

dm

0m 

 



 



 
图 3.3-5  引力在极坐标下的表示                   图 3.3-6  球面三角 

 

在由o,d ,m m三点构成的三角形中，根据余弦定理，有 
2 2 2

2 2

2 2

2 cos

1 ( ) 2 cos

(1 2 )

r R Rr

R R
r

r r

r ax a

 



  

 
   

 

  

                            （3.3-66） 

其中，记 /a R r 和 cosx  。上式两边同时开方再倒数，得 

2 1/21 1
(1 2 )ax a

r

                                （3.3-67） 

当 1a  时，可将 2 1/2(1 2 )ax a   展开成关于 a 的级数形式，即 

 
1/22 1/2

2 2 3 3 4 4

2 2 3 3 4 2 4

(1 2 ) 1 ( 2 )

1 3 5 35
1 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

2 8 16 128

1 1 1
1 (3 1) (5 3 ) (35 30 3)

2 2 8

ax a a a x

a a x a a x a a x a a x

xa x a x x a x x a

    

         

         

     （3.3-68） 

对比上式级数的系数与勒让德多项式表 3.3-1 中的第一列数据，发现上式系数恰好等于各阶勒让德

多项式，因而有 
2 1/2

0
(1 2 ) ( ) n

nn
ax a P x a




                          （3.3-69） 

实际上， 2 1/2(1 2 )ax a   称为勒让德多项式 ( )nP x 的生成函数（或母函数）。 

 将式（3.3-69）代入式（3.3-67），再代入式（3.3-59），有 
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               （3.3-70） 

式中，
eR 为地球M上距坐标原点最远的质量微元的距离。 

参见图 3.3-6，根据球面三角形的余弦定理，有 

cos cos cos sin sin cos( )                              （3.3-71） 

可见， (cos )nP  是 , , ,    四个球面角坐标变量的函数，因而 (cos )nP  可以用这四个变量的球谐函数

来表示，即 
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           （3.3-72） 

上式称为球函数的加法公式（推导过程复杂，从略）。 

 在式（3.3-72）中，若暂且将 ( , )  视为固定坐标，则 (cos )nP  可视为球面动坐标 ( , )   的函数，

将式（3.3-72）代入式（3.3-70），考虑到积分是针对空间动坐标 ( , , )R    实施的，则有 
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C k S k P

r r
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


  



 



 





 
    

    

 
  

 

  



 

  （3.3-73） 

其中 

M

2( )!
(cos )cos d

M(1 )( )!

n

k k

n n

k e

n k R
C P k m

n k R
 



 
   

   
                （3.3-74） 

M

2( )!
(cos )sin d

M(1 )( )!

n

k k

n n

k e

n k R
S P k m

n k R
 



 
   

   
                 （3.3-75） 

记 =GM 为地球引力常数。 

当 2n  时，式（3.3-74）和（3.3-75）中各阶系数具有明显的物理意义。根据直角坐标与球坐标

之间的转换关系（3.3-4），重写如下 

sin cos

sin sin

cos

x R

y R

z R

 

 



 


 
 

                           （3.3-76） 

将其代入式（3.3-74）和（3.3-75），容易得到以下结果： 

0

0

M

1
d 1

M
C m                                （3.3-77a） 
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0

1

M M M

1 1 1 1
cos d d d

M M Me e e

R z
C m m z m

R R R


 
    

 
                  （3.3-77b） 

1

1

M M M

1 1 1 1
sin cos d d d

M M Me e e

R R x
C m m x m

R R R R
 

 
     

 
            （3.3-77c） 

1

1

M M M

1 1 1 1
sin sin d d d

M M Me e e

R R y
S m m y m

R R R R
 

 
     

 
            （3.3-77d） 

2 2 2 2 2 2
0 2

2 2 2 2

M M M

1 (3cos 1) 1 3 1
d d d

M 2 M 2 M 2e e e

R z R x y
C m m z m

R R R

  
         （3.3-77e） 

2
1

2 2 2

M M

2 1
3cos sin cos d d

M 3! Me e

R
C m xz m

R R
     

                          （3.3-77f） 

2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

M M

2 2

2

M

2 1
3sin cos 2 d sin (cos sin )d

M 4! 4M

1
d

4M

e e

e

R
C m R m

R R

x y m
R

          


 

 



    （3.3-77g） 

2
1

2 2 2

M M

2 1
3cos sin sin d d

M 3! Me e

R
S m yz m

R R
     

                          （3.3-77h） 

2
2 2 2 2

2 2 2

M M

2

M

2 1
3sin sin 2 d sin 2sin cos )d

M 4! 4M

1
d

2M

e e

e

R
S m R m

R R

xy m
R

          




 



       （3.3-77i） 

其中，式（3.3-77b）～（3.3-77d）中
M

1
d

M
x m 、

M

1
d

M
y m 和

M

1
d

M
z m 表示地球的质心坐标，若将坐标

系原点定义在地球质心上，则有 0 1 1

1 1 1 0C C S   。 

另外，刚体的惯性张量定义为 

 

2 2

2 2

2 2M

d

x xy xz

xy y yz

xz yz z

I I I y z xy xz

I I I I xy x z yz m

I I I xz yz x y

      
  

        
         

          （3.3-78） 

其中， 2 2

M

dxI y z m  、 2 2

M

dyI x z m  和 2 2

M

dzI x y m  分别表示绕 x 轴、 y 轴和 z 轴的转动惯量；

而

M

dxyI xy m  、

M

dxzI xz m  和

M

dyzI yz m  为惯量积。 

比较式（3.3-77e）～（3.3-77i）和式（3.3-78），可求得 

0

2 2

1

M 2

x y

z

e

I I
C I

R

 
  

 

                             （3.3-79a） 

1

2 2M

xz

e

I
C

R
                                    （3.3-79b） 

2

2 24M

y x

e

I I
C

R


                                   （3.3-79c） 

1

2 2M

yz

e

I
S

R
                                    （3.3-79d） 

2

2 22M

xy

e

I
S

R
                                   （3.3-79e） 

若定义直角坐标系时，使其坐标轴与地球的惯性主轴重合，则有 0xy yz xzI I I   ，即在式（3.3-79）

中有 1 1 2

2 2 2 0C S S   。 

对于实际地球，选择坐标系一般优先满足坐标原点与地球质心重合，oz 轴与地球自转轴平行，ox
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轴在赤道面上且指向零度经线，这时坐标轴与地球惯性主轴一般不重合，因而实际上系数 1

2C 、 1

2S 和 2

2S

一般均不等于零。（3.3-79a）中 0

2C 反映了赤道与极轴转动惯量的差别；（3.3-79c）中 2

2C 反映了赤道面

上两坐标轴间转动惯量的差别。 

利用三角函数恒等公式，式（3.3-73）可化为 

1 0

0 0

1 1

1

1 ( cos sin ) (cos )

1 (cos ) ( cos sin ) (cos )

1 (cos ) (cos )cos ( )

n
n k k ke

n n nn k

n
n k k ke

n n n n nn k

n
n k k ke

n n n n nk

R
V C k S k P

r r

R
C P C k S k P

r r

R
J P J P k

r r


  


   


   



 



 



  
    

   

               

          

 

 

1n





  
 
  



    （3.3-80a） 

其中 

0 2 2, ( ) ( ) , arctan( / ) /k k k k k k

n n n n n n n nJ C J C S S C k       

常称 0

2 2J C  为地球的动力扁率。 

在式（3.3-80a）中， / r 是球形地球引起的引力位，
2J 约为 45 10 ，其它系数比

2J 小三个数量

级，因而在有些应用中，比如人造卫星的运动，只需考虑 / r 和
2J 的影响，式（3.3-80a）可近似为 

2 2

2
2 2 2

1 (cos ) 1 (3cos 1)
2

e eR J R
V J P

r r r r

 
 

    
        

     

             （3.3-80b） 

根据牛顿第二运动定律，在地球引力场中卫星的运动方程为 

r f                                    （3.3-81） 

其中，  
T

x y zr 为卫星在地心惯性坐标系中的位移矢量，且模值 2 2 2r x y z   ，

 
T

x x xf f ff 为地球对卫星的引力。取式（3.3-81）的 x 坐标分量，并考虑到cos /z r  ，可得 

22 2

2

2 2 2 2

2 2

2

3 2 2

3d 5
1 1

d 2

3 5
1 1

2

e
x

e

J Rx V V r z x
f

t x r x r r r r

J Rx z

r r r





    
          

     

  
     

  

           （3.3-82a） 

同理，对于 y 和 z 坐标分量有 

22 2

2

2 3 2 2

3d 5
1 1

d 2

e
y

J Ry V y z
f

t y r r r

   
       

   

                （3.3-82b） 

22 2

2

2 3 2 2

3d 5
1 3

d 2

e
z

J Rz V z z
f

t z r r r

   
       

   

                （3.3-82c） 

将式（3.3-82a）～（3.3-82c）整理成更为简洁的矢量形式，为 

  
2

2

23

3
5

2

e
r p

R
J

r r

   
      
   

r I D u u I r                 （3.3-83） 

其中， diag(1 1 3)D ，
ru 表示 r 上的单位矢量，

pu 表示地球自转轴上的单位矢量，
r pu u 是

ru 与
pu

之间的夹角。上式便是卫星在惯性坐标系下的运动方程，它是矢量方程，与具体坐标系选择无关。值得

说明的是，由于（3.3-80b）中只考虑了地球高阶引力位中的
2J 主谐项，这时引力关于经度是旋转对称

的，因而无需考虑地球自转的影响；如果出现引力的田谐项或扇谐项，就必须顾及地球自转的影响了。 

3.3.3 重力位及重力计算 

运载体在地球表面附近导航过程中，跟随地球自转一起转动，通常选择地固坐标系作为参考坐标系，
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这时运载体同时受地球引力和离心力作用，两种力的合力即为重力。 

地心直角坐标 ( , , )x y z 与球坐标 ( , , )r   之间的关系（3.3-4），重写如下 

sin cos

sin sin

cos

x r

y r

z r

 

 







 

                           （3.3-84） 

在球坐标表示中，地球自转仅会引起经度相对惯性空间随时间变化，记为 

0 iet                                 （3.3-85） 

其中，
0 表示初始经度，其为常值，

ie 是地球自转角速率。将式（3.3-85）代入式（3.3-84），并对时

间求一阶导，可得 

sin sin

sin cos

0

ie

ie

x r

y r

z

  

  

  


 
 

                       （3.3-86） 

继续对上式求导，得 
2 2

2 2

sin cos

sin sin

0

ie ie

ie ie

x r x

y r y

z

   

   

     


    
 


                   （3.3-87） 

在式（3.3-87）左边，坐标对时间的二阶导数，其物理含义是运动轨迹的向心加速度。 

 根据物理学知识，在引力场中单位质点受力等于引力位函数的梯度，即 

gradVF                              （3.3-88） 

类似地，如果给定标量函数 
2 2

2 2 2 2( ) sin
2 2

ie ieQ x y r
 

                        （3.3-89） 

不难求得Q的梯度函数，为 
T

T
2 2grad 0ie ie

Q Q Q
Q x y

x y z
 

   
        

             （3.3-90） 

比较式（3.3-90）与式（3.3-87），它们在数值大小上恰好相等但符号相反，可将式（3.3-90）视为单位

质点所受的惯性离心力，方向垂直于旋转轴向外。因此，式（3.3-89）给出的标量函数可称为离心力位。

本质上，离心力不是物质力（无外界施力物体），而是在旋转坐标系下引入的一种惯性力。 

容易验证，离心力位Q的拉普拉斯运算不为零，即 
2 2 2

2

2 2 2
2 0ie

Q Q Q
Q

x y z


  
     

  
                   （3.3-91） 

可见，离心力位函数不是调和函数。 

 由于重力是引力和离心力之合力，因而重力位就等于引力位（3.3-73）和离心力位（3.3-89）之和，

将重力位记为 

2
2 2

0 0
( cos sin ) (cos ) sin

2

n
n m m me ie

n n nn m

W V Q

R
C m S m P r

r r


   



 

 

 
   

 
 

       （3.3-92） 

重力位等于常值的闭合曲面称为重力等位面，质点沿等位面移动，重力不做功。当重力位取不同的

常值时，就得到一簇曲面，不同曲面之间既不平行也不相交。单位质点受到的重力就等于重力位的梯度，

即 

gradWg                                （3.3-93） 

在球坐标系下，梯度的计算公式为 
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1 1
grad

sin
r

W W W
W

r r r
 

  

  
  

  
e e e                 （3.3-94） 

其中，
re 、

e 和
e 分别为沿球的径向、余纬和经度方向的单位矢量，即分别对应球面上的天向、南向

和东向。 

将式（3.3-92）和（3.3-94）代入式（3.3-93），可求得地球重力在单位质点处“东-北-天”坐标系下

的三个分量（特别注意，此处的天向是球心指向单位质点的方向，而非重力铅垂向或地理天向）： 
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 （3.3-95） 

在式（3.3-95）的第二式中，根据勒让德求导公式（3.3-36c），可得 
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d (cos ) d (cos ) d (cos )d cos
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d d cos d d cos
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  
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参见图 3.3-7，记地理纬度 L与地心纬度的差值为 L L   ，则由式（3.3-95）经过旋转变换，

可获得地理系下的重力值，如下 

cos sin

sin cos

E E

N N U

U N U

g g

g g L g L

g g L g L

 

 




  
   

                     （3.3-96） 

这便是由地球引力位函数系数{ , }m m

n nC S 及质点的球坐标 ( , , )r   求解地理系下重力的计算公式。 

x

z

( )E Eg g
Ng

Ng
Ug 

Ug

L

L L  

o

 
图 3.3-7  地理系下的重力计算 

 

值得注意的是，从式（3.3-38）中可以看出，当n 和m 都比较大时（比如 10n m  ），勒让德多项

式 ( )m

nP x 的模值平方
1 2

1
( ) dm

nP x x

   达到了

2( )!
(2 )!

(2 1)( )!

n m
n

n n m




 
量级，因此，直接使用勒让德多项式在

数值计算上存在问题，实际应用中多采用正规化的勒让德多项式。下面给出相关算法的正规化勒让德多

项式形式。 

首先，根据式（3.3-36a），不难求得正规化勒让德多项式的递推公式及求导公式，分别如下 
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1
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2 1
( 0)( )(1 )
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


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               （3.3-97a） 

1( ) 2 1 ( )m m

n nP x n xP x           ( 1)m n                 （3.3-97b） 

1 2

2 1 ( 1)( 1)
( ) 2 1 ( ) ( )

( )( ) 2 3

m m m

n n n

n n m n m
P x n xP x P x

n m n m n
 

     
   

   

  ( 2)m n  （3.3-97c） 

2 1d ( )
( )(1 )

d

m
mn

n

P x
nxP x x

x

                 ( )m n     （3.3-98a） 

2 1

1

d ( ) (2 1)( )( )
( ) ( ) (1 )

d 2 1

m
m mn

n n

P x n n m n m
nxP x P x x

x n





   
    

 

  ( 1)m n   （3.3-98b） 

其次，将引力位式（3.3-73）改写成如下形式 

0 0

0 0

(1 )( )! 2(2 1)( )!
( cos sin ) (cos )

2(2 1)( )! (1 )( )!

2
( cos sin ) (cos )

1

(cos )cos

n
n m m me m

n n nn m
m

n
n m m me

n n nn m

m

n

m m me
n m n n m n

R n m n n m
V C m S m P

r r n n m n m

R
C m S m P

r r

R
C P m S P

r r


  




  




   



 



 

    
   

    

 
   

 

 
  

 

 

 

0 0
(cos )sin

n m

n m
m 



 
   

（3.3-99） 

其中 

(1 )( )!

2(2 1)( )!

m m

n nm

m m

n n

C Cn m

n n mS S

   
 

   

 

2 2 0

1 2 0
m

m

m

m




 
  

 

 

(2 1)( )!
( ) ( )

2( )!

m m

n n

n n m
P x P x

n m

 



 

( )m

nP x 是正规化的勒让德多项式，且有 

π 2π

0 0

cos cos 0 or
(cos ) (cos ) d sin d

sin sin 4π and

m l

m n l k

m l n k m l
P P

m l n k m l

 
      

 

     
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m
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P

m


 



 
 
 

称为正规化的球谐函数，其模方为4π，即单位半径球面的面积。 

因此，重力位式（3.3-92）可表示为 

2
2 2

0 0
( cos sin ) (cos ) sin

2

n
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  （3.3-100） 

类似于式（3.3-95），从上式可求得 
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
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  （3.3-101） 

其中 
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至此，总结给出计算地理坐标系下重力的四个步骤，如下： 

（1）由运载体地理位置 ( , , )L h 计算球坐标 ( , , )r   ，这可通过 ECEF 直角坐标 ( , , )x y z 作为过渡进

行计算，并计算纬度差值 L L   ，其中 π / 2   为地心纬度； 

（2）递推计算勒让德函数 (cos )m

nP  和d (cos ) / dm

nP  ； 

（3）读入引力位球谐系数{ , }m m

n nC S ，根据式（3.3-101）计算 , ,E N Ug g g   ； 

（4）通过式（3.3-96）计算 , ,E N Ug g g 。 

如果有 0Eg  或 0Ng  ，则说明实际计算重力方向（若足够精确的话可视为真垂线或天文垂线）与

基于理想旋转椭球的地理垂线不重合，两者之间的角度偏差通常称为垂线偏差，垂线偏差可分解为子午

（南北）偏差分量和卯酉（东西）偏差分量，分别记为 

N

U

g

g
   ，    E

U

g

g
                             （3.3-102） 

此外，天向重力
Ug 与采用正常重力公式（3.2-23）计算结果之间的大小偏差一般称为重力异常，可记

为 

U Lhg g g                                 （3.3-103） 

在惯导系统中，高度通道本身就不稳定，一般不会单独使用，所以，多数情况下并不需要过多关注

重力异常对惯导系统的影响；然而，在实际地球重力场中如果垂线偏差较大而又不能精确补偿，将会带

来不利影响，它等效于加速度计偏值误差或者水平失准角误差，因此，垂线偏差是影响惯导精度的一个

重要因素。实际地球的垂线偏差约为数角秒，局部超过 30 角秒，最大甚至达 100 角秒，一般在地形起

伏地区偏差较大，而在地形平坦的地方相对较小些。实际地球重力场比较复杂，据统计，如果仅仅采用

正常重力场进行惯性导航解算，垂线偏差对惯导精度的影响约为 0.1nm/h（nm—海里）。 

最后，举两个例子说明重力场模型的仿真计算过程及结果。 

【例 1】在 WGS-84 正常地球引力模型中，地球模型基本参数如下： 

地球引力常数 =3.986005 14 2 310 m /s ； 自转角速率
ie =7.292115 510 rad/s； 

长半轴半径
eR =6.378137 610 m；       旋转椭球扁率 f =1/298.257223563； 

此外，引力模型系数如表 3.3-1 所列，由于正常地球引力模型在经度上是旋转对称的，在纬度上关于赤

道南北对称，因而表中只包含偶数阶主球谐项。 

表 3.3-1  WGS-84 正常地球引力模型参数（ 910 ） 

0C  1 910  
6C  -1.687249611513883 

2C  -484166.7749835220 
8C  0.003460524683954 

4C  790.3037335100000 
10C  -0.000002650022257 

根据式（3.3-101）和（3.3-96）计算，图 3.3-8 给出了 WGS-84 正常重力场的垂线偏差和重力异常。

图 3.3-8（a）显示，当高度等于 0 时，垂线偏差均为 0，说明重力方向处处垂直于椭球面；垂线偏差随

高度增加而增大，在 20km 范围内球谐模型结果与 Heiskanen 公式（3.2-24）基本吻合（后者红色为细

实线）。图 3.3-8（b）中重力异常给出的是基于球谐模型重力大小与重力公式（3.2-23）之间的偏差，
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理论上前者是准确的而后者是近似的，所以该图反映了式（3.2-23）的近似程度。仿真 Matlab 程序见

附录。 

 
（a）子午垂线偏差                                  （b）重力异常 

图 3.3-8  WGS-84 正常重力场的垂线偏差与重力异常 

【例 2】在 2190 阶的 EIGEN-6C4 地球引力模型中，地球模型基本参数如下： 

地球引力常数 =3.986004415 14 2 310 m /s ； 自转角速率
ie =7.2921151467 510 rad/s； 

长半轴半径
eR =6.378136460 610 m；       旋转椭球扁率 f =1/298.257； 

前 4 阶引力模型系数如表 3.3-2 所列。 

表 3.3-2  EIGEN-6C4 地球引力模型参数（ 910 ） 
m

n

m

n

C

S

 
m  

0 1 2 3 4 

n  

0 
1 910  

0 

    

1 
0 

0 

0 

0 

   

2 
-484165.217061 

0 

-0.33884607570 

 1.46306108906 

2439.34736621 

-1400.30429947 

  

3 
957.173592933 

0 

2030.45608898 

248.236210655 

904.777332744 

-619.004510413 

721.259489074 

1414.37833274 

 

4 
539.998754738 

0 

-536.166975127 

-473.569524220 

350.486856274 

662.500873652 

990.864873903 

-200.944581132 

-188.514784102 

308.818612069 

 选用 EIGEN-6C4 引力模型中的前 150 阶系数，在经度为 109°（经过西安）且海拔高度为 0 的经

线上，计算垂线偏差随纬度变化情况，结果见图 3.3-9。图中显示，大部分地方的垂线偏差在 10＂以内，

只有局部超过了 20＂。Matlab 解算程序见附录。 

 
（a）子午垂线偏差                         （b）卯酉垂线偏差 

 图 3.3-9  EIGEN-6C4 垂线偏差（150 阶、经度 109°、高度 0）  
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捷联惯导系统中的传感器（陀螺仪和加速度计）信号往往以数字形式进行采集，再输入到导航计算

机中进行解算，才能给出载体坐标系相对于特定导航参考坐标系的姿态、速度和位置等导航信息。与平

台惯导系统相比，捷联惯导系统中不存在物理上的稳定平台，只能以数学方式实时描述载体坐标系至导

航参考坐标系的坐标变换关系，这一参考坐标系通常称为虚拟平台（或数学平台）。本章主要介绍指北

方位捷联惯导系统的力学编排，选“东-北-天”地理坐标系作为导航坐标系，推导了捷联惯导的离散化

数值递推更新算法，在第二章的基础上给出了姿态更新算法，在速度更新算法中考虑了划桨运动误差的

补偿。对连续的力学编排作离散化处理，必然会带来误差，一般的原则是保证由算法引起的误差不超过

器件引起误差的 5%，这样的算法才算是与器件相匹配的。推导了捷联惯导误差方程，它是进行捷联惯

导误差特性分析以及进行组合导航的基础。最后，对静基座下的捷联惯导误差进行了详细的分析。 

4.1 捷联惯导数值更新算法 

4.1.1 姿态更新算法 

选“东-北-天（E-N-U）”地理坐标系（ g 系）作为捷联惯导系统的导航参考坐标系，重新记为n 系，

则以n 系作为参考系的姿态微分方程为 

( )n n b

b b nb C C ω                                 （4.1-1） 

其中，矩阵 n

bC 表示载体系（b 系）相对于n 系的姿态阵，由于陀螺输出的是b 系相对于惯性系（ i 系）

的角速度 b

ibω ，而角速度信息 b

nbω 不能直接测量获得，需对微分方程（4.1-1）作如下变换 

( ) [( ) ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n b n b b n b n b

b b nb b ib in b ib b in

n b n b b n n b n n

b ib b in n b b ib in b

        

       

C C ω C ω ω C ω C ω

C ω C ω C C C ω ω C
              （4.1-2） 

其中， n

inω 表示导航系相对于惯性系的旋转，它包含两部分：地球自转引起的导航系旋转，以及系统在地

球表面附近移动因地球表面弯曲引起的导航系旋转，即有 n n n

in ie en ω ω ω ，其中 
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 
T

0 cos sinn

ie ie ieL L ω                        （4.1-3） 

T

tann N E E
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M N N
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L

R h R h R h

 
  

   
ω                   （4.1-4） 

ie 为地球自转角速率，L和h 分别为地理纬度和高度，式（4.1-4）来源及含义可参见 3.1 节式（3.1-34）。 

与矩阵微分方程 ( )i i b

b b ib C C ω 相比，虽然式（4.1-2）也是线性时变的，但它的离散化求解更加麻烦，

一般不会直接求解该方程，而是采用如下方法解决姿态更新问题。 

 根据矩阵链乘规则，有 
( ) ( )

( ) ( )

n m n m i

b m i b mC C C                               （4.1-5） 

式中，角标括号中的符号m 表示
mt 时刻。由于 i 系是绝对不动的惯性参考坐标系，它与时间无关，不需

标注时刻；而 n 系和b 系相对于 i 系都是动坐标系，均跟时间有关，需标注时刻。 

根据姿态阵微分方程 ( )i i b

b b ib C C ω 和 ( ) ( )n n n n n

i ni i in i    C ω C ω C ，分别可得相对于惯性系的更新算

法 
( 1)

( ) ( 1) ( )

i i b m

b m b m b m



C C C                              （4.1-6） 

( ) ( ) ( 1)

( 1)

n m n m n m

i n m i



C C C                             （4.1-7） 

其中，矩阵 ( 1)

( )

b m

b m


C 表示以 i系作为参考基准，b 系从

1mt 
时刻到

mt 时刻的旋转变化， ( 1)

( )

b m

b m


C 可由陀螺角速

度 b

ibω 确定； ( )

( 1)

n m

n mC 表示以 i 系作为参考基准，n 系从
mt 时刻到

1mt 
时刻的旋转变化， ( )

( 1)

n m

n mC 可由计算角

速度 n

inω 确定。 

将式（4.1-6）和（4.1-7）代入式（4.1-5），得 
( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

n m n m n m i b m n m n m b m

b m n m i b m b m n m b m b m

   

    C C C C C C C C              （4.1-8） 

其中， ( 1)

( 1)

n m

b m



C 和 ( )

( )

n m

b mC 分别表示
1mt 
和

mt 时刻的捷联姿态矩阵。若陀螺在时间段
1[ , ]m mt t

内（
1m mT t t   ）

进行了两次等间隔采样，角增量分别为
1mΔθ 和

2mΔθ ，采用二子样圆锥误差补偿算法，有 

   ( 1)

( ) ( )( )b m b

b m RV ib m

 C M                                 （4.1-9） 

( ) 1 2 1 2

2
( )

3

b

ib m m m m m   Δθ Δθ Δθ Δθ                         （4.1-10） 

通常在导航更新周期
1[ , ]m mt t

内，可以认为由速度和位置引起的 n

inω 变化很小，即可视 n

inω 为常值，记为

( )

n

in mω ，则有 
( )

( 1) ( ) ( )

T T

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n m n n

n m RV ni m RV in m

n n

RV in m RV in mT

   

 

C M M

M M ω

 


                       （4.1-11） 

式（4.1-8）～（4.1-11）即为捷联惯导数值递推姿态更新算法。 

4.1.2 速度更新算法 

1. 比力方程 

比力方程是在地球表面附近进行惯性定位解算的基本方程，先对其作详细推导。 

eO

eZ

eX

eY

egR
egv

gO
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图 4.1-1 比力方程推导示意图 

参见图 4.1-1，假设在地球表面附近有一运载体（惯导系统），其中心为
gO 点，以

gO 为原点定义当

地地理坐标系（ g 系），
gO 在地心地固坐标系（ e 系）下的矢径记为

egR ，则
egR 在惯性坐标系 i 系和e 系

之间的投影变换关系为 

e e i

eg i egR C R                                    （4.1-12） 

上式两边同时微分，得 

( ) ( )e e i e i e i e i i e i i i

eg i eg i eg i eg i ei eg i eg ie eg       R C R C R C R C ω R C R ω R           （4.1-13） 

其中， e

egR 表示 g 系原点
gO 的速度，它是以 e 系为参考坐标系的（或者说在 e 系中观察到的），通常称其

为地速，可记为 e e

eg egv R 。若用变换阵 g

eC 同时左乘式（4.1-13）的两边，可得 

( ) ( )g e g e i i i g i i i

e eg e i eg ie eg i eg ie eg     C v C C R ω R C R ω R                 （4.1-14） 

其中， g e

e egC v 表示地速在 g 系的投影，可记为 g g e

eg e egv C v ，则有 

( )g g i i i

eg i eg ie eg  v C R ω R                             （4.1-15） 

用
i

gC 同时左乘上式的两边，再移项，可依次得 

i g i i i

g eg eg ie eg  C v R ω R                              （4.1-16） 

i i g i i

eg g eg ie eg  R C v ω R                              （4.1-17） 

对式（4.1-15）两边再次微分，考虑到地球自转角速度 i

ieω 是常值，并将式（4.1-16）和式（4.1-17）

代入，得 

2

2

( ) ( )

( ) ( )

( ) [( ) ]

( ) ( )

g g i i i g i i i

eg i eg ie eg i ie eg

g i i g g i i i g i i

i gi g eg i eg ie g eg ie eg

g i i i g i i i g

i eg ie eg i gi ie g eg

g i i i g g

i eg ie eg ie ig eg

     

        

       

       

v C R ω R C R ω R

C ω C v C R ω C v ω R

C R ω R C ω ω C v

C R ω R ω ω v

2( ) (2 )

g

g i i i g g g

i eg ie eg ie eg eg
       C R ω R ω ω v

              （4.1-18） 

由于 i i i

ig ie eg R R R ，当选择地心惯性坐标系作为 i 系时，则 i 系和 e 系的坐标原点始终重合，即有

0i

ie R 和 0i

ie R ，因而有 i i

eg igR R 。根据牛顿第二运动定律，有 i i i

ig sf R f G ，其中 i

sff 为比力， i
G 为

地球引力加速度。再根据地球重力公式 2( )i i i i

ie eg  g G ω R ，从而式（4.1-18）可转化为 
2( ) ( ) (2 )

( ) (2 )

(2 )

g g i i i i g g g

eg i sf ie eg ie eg eg

g i i g g g

i sf ie eg eg

g b g g g g

b sf ie eg eg

        

    

    

v C f G ω R ω ω v

C f g ω ω v

C f ω ω v g

                （4.1-19） 

若将上式中地理坐标系（ g 系）替换成“东-北-天”导航坐标系（n 系），则有 

(2 )n n b n n n n

en b sf ie en en    v C f ω ω v g                     （4.1-20） 

这便是惯导比力方程，其中 b

sff 为加速度计测量的比力，2 n n

ie enω v 为由载体运动和地球自转引起的哥氏加

速度， n n

en enω v 为由载体运动引起的对地向心加速度， n
g 为重力加速度， (2 )n n n n

ie en en   ω ω v g 统称为

有害加速度。比力方程（4.1-20）表明，只有在加速度计输出中扣除有害加速度后，才能获得运载体在

导航系下的几何运动加速度 n

env ，对加速度积分一次可得速度，再积分一次得位置。因此，比力方程是惯

导解算的基本方程。 

实际上，地心惯性坐标系并不算是精确的惯性系，而日心惯性坐标系更接近于理想的惯性系。所谓

的地心惯性系在太阳引力场下约存在 410 g 量级的向心加速度，但有幸的是，当以地球坐标系作为导航参

照系时，地球表面上的运载体也会感受到与地心大致同样大小的太阳引力的影响，只是因地球表面与地
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心的不重合，最终会引起约 710 g 量级的误差（通常称为太阳摄动力）。因此，在地球表面附近导航时，

比力方程（4.1-20）可达到 710 g 量级精度，这对于惯性级导航系统而言该误差完全可忽略不计。 

2. 速度更新算法 

在比力方程（4.1-20）中将 n

env 简写为 n
v ，并明确标注出各量时间参数，如下： 

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )n n b n n n n

b sf ie ent t t t t t t      v C f ω ω v g              （4.1-21） 

上式两边同时在时间段
1[ , ]m mt t

内积分，得 

1 1

( )d ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) (t)d
m m

m m

t t
n n b n n n n

b sf ie en
t t

t t t t t t t t
 

       v C f ω ω v g         （4.1-22） 

即 

1 1

( ) ( 1)

1

( ) ( )

( ) ( )d 2 ( ) ( ) ( ) ( )d
m m

m m

t t
n m n m n b n n n n

m m b sf ie en
t t

n n

sf m cor / g m

t t t t t t t t
 




        

 

 v v C f ω ω v g

Δv Δv

    （4.1-23） 

其中， ( 1)

1

n m

m



v 和 ( )n m

mv 分别为
1mt 
和

mt 时刻的惯导速度，并且记 

1
( ) ( ) ( )d

m

m

t
n n b

sf m b sf
t

t t t


 Δv C f                           （4.1-24） 

1
( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )d

m

m

t
n n n n n

cor / g m ie en
t

t t t t t


      Δv ω ω v g               （4.1-25） 

( )

n

sf mΔv 和
( )

n

cor / g mΔv 分别称为时间段
1m mT t t   内导航系比力速度增量和有害加速度的速度增量。 

将式（4.1-23）移项，可改写成递推形式 
( ) ( 1)

1 ( ) ( )

n m n m n n

m m sf m cor / g m



  v v Δv Δv                       （4.1-26） 

下面主要讨论
( )

n

sf mΔv 和
( )

n

cor / g mΔv 的数值积分算法。 

首先，考虑有害加速度的速度增量
( )

n

cor / g mΔv 的计算。 

即使对于诸如飞机等快速运动的运载体，在短时间
1[ , ]m mt t

内其引起的导航坐标系旋转和重力矢量

变化都是很小的，因而一般认为
( )

n

cor / g mΔv 的被积函数是时间的缓慢量，可采用
1/2 1( ) / 2m m mt t t   时刻

的值进行近似代替，将式（4.1-25）近似为 

 ( ) ( 1/2) ( 1/2) 1/2 1/22n n n n n

cor / g m ie m en m m m T   
      Δv ω ω v g                 （4.1-27） 

由于此时尚不知
mt 时刻的导航速度和位置等参数，因而上式中

1/2mt 
时刻的各量需使用外推法计算，表示

如下 

1 2 1 2
1/2 1

3
( , , , )

2 2

n n n nm m m m
m m ie en

   
 

 
   

x x x x
x x x ω ω v g            （4.1-28） 

式中，各参数在
2mt 
和

1mt 
时刻均是已知的。可见，

( )

n

cor / g mΔv 的计算过程比较简单。 

其次是比力速度增量
( )

n

sf mΔv 的计算，该量的高精度求解算法相对比较复杂。 

将式（4.1-24）右端被积矩阵作如下矩阵链乘分解 

1

( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )d
m

m

t
n n t n m b m b

sf m n m b m b t sf
t

t t


 

  Δv C C C f                  （4.1-29） 

假设与变换矩阵 ( )

( 1)

n t

n mC 相对应的等效旋转矢量为
1( , )n

in mt t  ，角增量为
1( , )n

in mt t θ ；而与 ( 1)

( )

b m

b t


C 相对应的

等效旋转矢量为
1( , )b

ib mt t  ，角增量为
1( , )b

ib mt t θ 。根据变换阵与等效旋转矢量之间的关系式（2.2-16），

当等效旋转矢量为小量时，可取如下一阶近似 
( )

( 1) 1 1( , ) ( , )n t n n

n m in m in mt t t t  
           C I I θ                 （4.1-30） 

( 1)

( ) 1 1( , ) ( , )b m b b

b t ib m ib mt t t t

 
           C I I θ                 （4.1-31） 

将式（4.1-30）和（4.1-31）代入式（4.1-29），展开并忽略
1( , )n

in mt t θ 和
1( , )b

ib mt t θ 之间乘积的二阶小量，

可得 
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1

1

( 1)

( ) 1 ( 1) 1

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) 1 ( 1) ( 1) 1

( 1)

( 1)

( , ) ( , ) ( )d

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )d

m

m

m

m

t
n n n m b b

sf m in m b m ib m sf
t

t
n m b n n m b n m b b

b m sf in m b m sf b m ib m sf
t

n m b

b m sf

t t t t t t

t t t t t t t t







  

  

    





          

          







Δv I θ C I θ f

C f θ C f C θ f

C f
1 1 1

( 1) ( 1)

1 ( 1) ( 1) 1( )d ( , ) ( ) d ( , ) ( )d
m m m

m m m

t t t
n n m b n m b b

in m b m sf b m ib m sf
t t t

t t t t t t t t t t
  

 

   
       θ C f C θ f

 （4.1-32） 

下面进一步详细讨论式（4.1-32）右端的后两个积分的计算方法。 

暂且先分析式（4.1-32）右端的第三积分项。由于 

1 1

1 1

1 1 1

d ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( )

d

( , ) ( ) ( , ) ( ) 2 ( , ) ( )

b b

ib m sf m b b b b

ib sf m ib m sf

b b b b b b

sf m ib ib m sf ib m sf

t t t t
t t t t t t

t

t t t t t t t t t

 

 

  

      

      

θ v
ω v θ f

v ω θ f θ f

          （4.1-33） 

上式移项整理，可得 

1 1

1 1 1

d ( , ) ( , )1 1
( , ) ( ) + ( , ) ( ) ( , ) ( )

2 d 2

b b

ib m sf mb b b b b b

ib m sf ib m sf sf m ib

t t t t
t t t t t t t t t

t

 

  

         

θ v
θ f θ f v ω  （4.1-34） 

在时间段
1[ , ]m mt t

内，对上式两边同时积分，得 

1

1

1

1 1 1 1

( 1) ( 1)

( ) ( )

( , ) ( )d

1 1
( , ) ( , )+ ( , ) ( ) ( , ) ( )d

2 2

+

m

m

m

m

t
b b

ib m sf
t

t
b b b b b b

ib m m sf m m ib m sf sf m ib
t

b m b m

rot m scul m

t t t t

t t t t t t t t t t t







   

 



    







θ f

θ v θ f v ω

Δv Δv

    （4.1-35） 

其中记 

( 1)

( )

1

2

b m

rot m m m

  Δv Δθ Δv                            （4.1-36） 

1

( 1)

( ) 1 1

1
( , ) ( ) ( , ) ( )d

2

m

m

t
b m b b b b

scul m ib m sf sf m ib
t

t t t t t t t




    Δv θ f v ω                 （4.1-37） 

  1

1

1

1

( , ) ( )d

( , ) ( )d

m

m

m

m

t
b b

m ib m m ib
t

t
b b

m sf m m sf
t

t t t t

t t t t









  


  






Δθ θ ω

Δv v f

                     （4.1-38） 

( 1)

( )

b m

rot m


Δv 称为速度的旋转误差补偿量，它因比力方向在空间旋转变化引起； ( 1)

( )

b m

scul m


Δv 称为划桨误差补偿量，

其含义将在后面解释。 

一般情况下式（4.1-37）不能求得精确解，为了近似处理，假设陀螺仪角速度和加速度计比力测量

均为线性模型，即 

1

1

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

b

ib m

b

sf m

t t t

t t t





   


  

ω a b

f A B
                          （4.1-39） 

其中， , , ,a b A B均为常值向量，则相应的角增量和速度增量表达式为 

1

1

2

1 1 1

2

1 1 1

( , ) ( )d ( ) ( )

( , ) ( )d ( ) ( )

m

m

t
b b

ib m ib m m
t

t
b b

sf m sf m m
t

t t t t t t

t t t t t t

 

 





  

  

     


     






θ ω a b

v f A B

             （4.1-40） 

将式（4.1-39）和式（4.1-40）代入式（4.1-37）并积分，可得 

 

 

1

1

( 1) 2

( ) 1 1 1

2

1 1 1

3
2 1

1

1
( ) ( ) 2 ( )

2

( ) ( ) 2 ( ) d

( )1
( )( ) d ( )

2 6

m

m

m

m

t
b m

scul m m m m
t

m m m

t
m m

m
t

t t t t t t

t t t t t t t

t t
t t t







  

  




        

        


        





Δv a b A B

A B a b

a B A b a B A b

        （4.1-41） 

若陀螺仪和加速度计在
1[ , ]m mt t

内均进行两次等间隔采样，采样时刻分别为
1/2mt 

和
mt ，且记
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1m mT t t   和 / 2h T ，则可得采样增量 

  

1

1

1

1

1

1

2

1

2

2

2

1

2

2

( )d

( )d 3

( )d

( )d 3

m

m

m

m

m

m

m

m

t h
b

m ib
t

t
b

m ib
t h

t h
b

m sf
t

t
b

m sf
t h

h h

h h

h h

h h

 

 

 

 





















   



  


   



  









Δθ ω a b

Δθ ω a b

Δv f A B

Δv f A B

                   （4.1-42） 

由上式可反解得到以采样增量表示的线性模型系数，即 
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                 （4.1-43） 

再将式（4.1-43）代入式（4.1-41），便得二子样速度划桨误差补偿算法 
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     （4.1-44） 

至于式（4.1-32）右端的第二积分项，其在形式上与第三积分项完全相同。若记 
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       （4.1-45） 

类比于式（4.1-36）、（4.1-37）和（4.1-44），则有 
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  （4.1-46） 

若作近似
1 2 ( 1/2)

1

2 2

n

m m m in m

T


    Δθ Δθ Δθ ω ，则上式变为 
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        （4.1-47） 

至此，求得了导航系比力速度增量的完整算法，即式（4.1-32）表示为 
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式中， ( 1)

( )

b m

rot m


Δv 和 ( 1)

( )

b m

scul m


Δv 的计算分别见式（4.1-36）和（4.1-44）。 

在式（4.1-47）中，若时间段
1[ , ]m mt t

内的比力变化不大，进一步作近似
1 2

1

2
m m m Δv Δv Δv ，则

式（4.1-47）还可简化为 
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这时式（4.1-48）简化为 
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      （4.1-50） 

3. 划桨误差补偿算法 

式（4.1-44）给出的是在角速度和比力在线性（多项式）假设条件下的二子样速度误差补偿算法，

以下分析在划桨运动条件下的划桨误差补偿算法。 

假设动坐标系（b 系）绕其 x 轴做角振动、同时绕 y 轴做线振动，两者频率相同但相位正好相差 90°，

即角速度和比力分别为 
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其中， 为角振动的角度幅值， 为线振动的比力增量幅值，Ω为振动频率。上式描述的运动与现实生

活中的划桨运动非常相似：一方面桨绕船身的横轴做往复角运动，另一方面船身（连带船桨）沿纵轴做

间歇性加速线运动。可见，划船过程中船桨同时存在周期性的角运动和线运动，因此形象地称式（4.1-51）

所示的运动为划桨运动。 

将式（4.1-51）积分，可分别得角增量和比力增量 
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将式（4.1-51）和（4.1-52）代入式（4.1-37），得 
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（4.1-53） 

从形式上看，式（4.1-53）与圆锥运动下的不可交换误差式（2.6-39）完全相同，因而可将圆锥误

差补偿算法系数应用于划桨误差补偿算法。 
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若设
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在划桨运动下，注意到
mi mN mi mNΔ Δ Δ Δ   θ θ v v 0，所以上式可展开为 
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其中系数
N ik 

同圆锥误差补偿系数，参见表 2.6-2。 

同样，类似于圆锥误差补偿的剩余误差公式（2.6-34），若进行符号替换 Ω  ，则可得以加速

度（ 2m/s ）表示的划桨误差补偿的剩余误差公式如下 
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其中，右下标N 表示N 子样算法，误差系数
N 同式（2.6-35）。 

4.1.3 位置更新算法 

捷联惯导系统的位置（经度、纬度和高度）微分方程式（3.1-29）～（3.1-31），重写如下： 
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将它们改写成矩阵形式，为 
n

pvp M v                                 （4.1-58） 
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与捷联惯导姿态和速度更新算法相比，位置更新算法引起的误差一般比较小，可采用比较简单的梯

形积分法对式（4.1-58）离散化，得 
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上式移项，便得位置更新算法 

1 ( 1/2) 1( )
2
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m m pv m m m

T
    p p M v v                      （4.1-60） 

其中，
( 1/2)pv mM 可采用如式（4.1-28）所示的线性外推算法,。可对矩阵整体

pvM 进行外推；亦可对矩阵

元素中的位置变量 ,L h外推，再构造矩阵
pvM 。 

4.2 捷联惯导误差方程 

4.2.1 惯性传感器测量误差 

捷联惯导系统中的惯性传感器一般包含三只单轴陀螺仪和三只加速度计，可分别称为陀螺组件

（gyro triad）和加计组件（accelerometer triad）。 

由于机械加工和装配误差等原因，陀螺组件中三只陀螺的敏感轴与理想载体坐标系（即直角坐标系
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b 系）的坐标轴之间往往存在安装偏差角，可达角分量级甚至更大。在捷联导航解算之前必须先进行安

装偏差角标定和补偿，标定工作通常还包括陀螺标度因数和陀螺零漂的测定。经过仔细标定之后，期望

陀螺组件输出的是理想的b 系的角运动信息，但是实际中总会或多或少存在一些剩余误差，使得陀螺组

件在标定后输出的是某个非直角坐标系（记为
gb 系）下的角速度信息。考虑陀螺残余标度系数误差

( , , )giik i x y z  和零漂误差 gb

i 后，陀螺组件的测量模型可表示为 
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其中，
g

b

bC 是从非直角坐标系
gb 系到直角坐标系b 系的坐标变换矩阵，其含义详见附录 A。可对式（4.2-1）

进行如下变形整理 
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gxx gz gz gy gy

G Gx Gy Gz g g g gz gyy gx gx

gy gx gzz

k

k

k

    

   

  



   
 

          
  

δK δK δK δK δk μ φ  

b

ibω 为b 系下的理论角速度， gb

ibω 为标定后实际陀螺测量角速度输出（或常记作 b

ibω ）； , gbb
ε ε 分别为陀螺

测量零漂在 b 系和
gb 系的投影，可认为两者近似相等，即 gbb ε ε ；

GδK 为陀螺标定刻度误差矩阵，

, ,g g gδk μ φ 分别为陀螺刻度系数误差、失准角误差和不正交误差，
g


φ 表示由

gφ 构造的上三角矩阵。 

将式（4.2-2）移项整理，得陀螺组件测量误差模型 
gbb b b b

ib ib ib ib ib

b b b b

G ib G ib

b b b b

ibx Gx iby Gy ibz Gz  

   

   

   

δω ω ω ω ω

δK ω ε δK ω ε

δK δK δK ε

                 （4.2-3） 

同理，可得加速度计组件的测量误差模型 
b b b

sf sf sf

b b b b

A sf A sf

b b b b

sfx Ax sfy Ay sfz Azf f f

 

   

   

δf f f

δK f δK f

δK δK δK

 



                 （4.2-4） 

其中记 

, , , , ,

bb b
sfxsfx x axx ax ax

b b b b b b

sf sfy sf sfy y a ayy a ay a ay

b bb
sfz z azz az azsfz

ff k

f f k

f kf

  

  

  

          
          

                
                     

f f δk μ φ  
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diag( ) ( )

axx az az ay ay

A Ax Ay Az a a a az ayy ax ax

ay ax azz

k

k

k

    

   

  



   
 

          
  

δK δK δK δK δk μ φ  

b

sff 和 b

sff 分别为加速度计的比力理论值和测量输出值； b 为加速度计测量零偏；
AδK 为加速度计标定刻

度误差矩阵， , ,a a aδk μ φ 分别为加速度计刻度系数误差、失准角误差和不正交误差，
a


φ 表示由

aφ 构造的

上三角矩阵。 

4.2.2 姿态误差方程 

假设理想的从导航坐标系（ n 系）到载体坐标系（b 系）的捷联惯导姿态矩阵为 n

bC ，而导航计算机

中解算给出的姿态矩阵为 n

bC ，两者之间存在偏差。对于变换矩阵 n

bC 和 n

bC ，一般认为它们的b 系是重合

的，而将与 n

bC 对应的导航坐标系称为计算导航坐标系，简记为n系，所以也常将计算姿态阵记为 n

b


C 。

因此， n

b


C 与 n

bC 之间的偏差在于 n系 n 系与之间的偏差。 

根据矩阵链乘规则，有 
n n n

b n b

 
C C C                                    （4.2-5） 

以 n 系作为参考坐标系，记从 n 系至n系的等效旋转矢量为
nn （后面简记为），常称其为失准角误差。

假设为小量，根据等效旋转矢量与方向余弦阵关系式（2.2-16），近似有 

( )n

n   C I                                   （4.2-6） 

上式转置，有 

T( ) ( )n n

n n



   C C I                               （4.2-7） 

将式（4.2-7）代入式（4.2-5），可得 

 ( )n n

b b


  C I C                                （4.2-8） 

求解理想姿态矩阵的公式见式（4.1-2），为方便重写如下 

( ) ( )n n b n n

b b ib in b   C C ω ω C                           （4.2-9） 

而实际计算时各量是含误差的，表示为 

' ' '( ) ( )n n b n n

b b ib in b   C C ω ω C                          （4.2-10） 

其中 
b b b

ib ib ib ω ω δω                                （4.2-11） 
n n n

in in in ω ω δω                                （4.2-12） 
b

ibδω 为陀螺测量误差，见式（4.2-3）； n

inδω 为导航系计算误差，详细见后文 4.2.5 节。 

将式（4.2-8）两边同时微分，其右端应当正好等于式（4.2-10）的右端，即有 

' '( ) ( ) ( ) ( )n n n b n n

b b b ib in b        C I C C ω ω C                       （4.2-13） 

再将式（4.2-5）、（4.2-9）、（4.2-11）和（4.2-12）代入上式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n b n n

b b ib in b

n b b n n n

b ib ib in in b

         

               

C I C ω ω C

I C ω δω ω δω I C

 

 
              （4.2-14） 

上式两边同时右乘 b

nC ，展开略去关于误差量的二阶小量，整理得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )n n n n b b

in in in b ib n
            ω ω δω C δω C                 （4.2-15） 

在上式右边第一项中运用公式  1 2 2 1 1 2( )( ) ( )( ) ( )       V V V V V V ，并在第三项中运用反对称阵的相似变

换，则上式简化为 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

n n n

in in ib

n n n

in in ib

         

      

ω δω δω

ω δω δω

 


                     （4.2-16） 
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所以有 
n n n

in in ib   ω δω δω                             （4.2-17） 

上式称为 SINS 姿态误差方程，反映了计算导航系（n系）相对于理想导航系（n 系）的失准角变化规律。 

4.2.3 速度误差方程 

速度误差是指惯导系统导航计算机中的计算速度与理想速度之间的偏差，描述这一偏差变化规律的

微分方程称为速度误差（微分）方程。计算速度表示为 '

'

n

env ，可简记为 n
v ，则速度误差定义为 

n n n δv v v                                   （4.2-18） 

对上式两边同时求微分，得 

n n n δv v v                                   （4.2-19） 

比力方程的理论公式见式（4.1-20），为叙述方便重写如下 

(2 )n n b n n n n

b sf ie en    v C f ω ω v g                         （4.2-20） 

在实际计算时，表示为 

(2 )n n b n n n n

b sf ie en    v C f ω ω v g                         （4.2-21） 

其中 
b b b

sf sf sf f f δf                                  （4.2-22） 

n n n

ie ie ie ω ω δω                                  （4.2-23） 
n n n

en en en ω ω δω                                 （4.2-24） 
n n n g g δg                                  （4.2-25） 

b

sfδf 为加速度计测量误差，见式（4.2-4）； , ,n n n

ie enδω δω δg 分别为地球自转角速度计算误差、导航系旋转

计算误差和重力误差，具体见后文 4.2.5 节。 

将式（4.2-21）减去式（4.2-20），得 

( ) (2 ) (2 ) ( )

n n n

n b n b n n n n n n n n

b sf b sf ie en ie en

 

           

δv v v

C f C f ω ω v ω ω v g g
        （4.2-26） 

再将式（4.2-8）、（4.2-22）~（4.2-25）代入上式，展开并略去关于误差的二阶小量，得 

 

( ) ( )

2( ) ( ) ( ) (2 )

( ) (2 ) (2 )

(2 ) (2 )

n n b b n b

b sf sf b sf

n n n n n n n n n n

ie ie en en ie en

n b n b n n n n n n n

b sf b sf ie en ie en

n n n n n n

sf ie en ie en

      

           

          

       

δv I C f δf C f

ω δω ω δω v δv ω ω v δg

C f C δf δω δω v ω ω δv δg

f v δω δω ω ω δv





 n n n

sf δf δg

         （4.2-27） 

这便是 SINS 速度误差方程。 

4.2.4 位置误差方程 

 分别对 SINS 位置（纬度、经度和高度）微分方程式（4.1-57）求偏差，但考虑到式中 ,M NR R 在短

时间内变化很小，视为常值，可得 

2

1

( )

N
N

M M

v
L v h

R h R h
   

 
                           （4.2-28） 

2

sec tan secsec

( )

E E
E

N N N

v L L v LL
v L h

R h R h R h
     

  
                 （4.2-29） 

Uh v                                       （4.2-30） 

其中， L 、和 h 分别表示纬度误差、经度误差和高度误差，并且记惯导速度分量  
Tn

E N Uv v vv

和速度误差分量  
Tn

E N Uv v v  δv 。 
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4.2.5 误差方程的整理 

首先，将地球自转角速度 n

ieω 以及导航系转动角速度 n

enω 表达式（4.1-10）和（4.1-11）重写如下 

0

cos

sin

n

ie ie

ie

L

L





 
 


 
  

ω ，         

/ ( )

/ ( )

tan / ( )

N M

n

en E N

E N

v R h

v R h

v L R h

  
 

 
 
  

ω               （4.2-31） 

对上式求偏差，分别得 

1

0

sin

cos

n

ie ie

ie

L L

L L

 

 

 
 

   
 
  

δω M δp， 

 

2

2

2 2

2

2

2 2

/ ( ) / ( )

/ ( ) / ( )

tan / ( ) sec / ( ) tan / ( )

/ /

/ /

tan / sec / tan /

N M N M

n

en E N E N

E N E N E N

N Mh N Mh

E Nh E Nh

E Nh E Nh E Nh

v R h v h R h

v R h v h R h

L v R h v L L R h v L h R h

v R v h R

v R v h R

L v R v L L R v L h R

 

 

  

 

 

  

    
 

    
         

  
 

 
      

δω

2 3

n 


M δv M δp

     （4.2-32） 

其中 

1

0 0 0

sin 0 0

cos 0 0

ie

ie

L

L





 
 

 
 
  

M ， 
2

0 1/ 0

1/ 0 0

tan / 0 0

Mh

Nh

Nh

R

R

L R

 
 


 
  

M ， 

2

2

3

2 2

0 0 /

0 0 /

sec / 0 tan /

N Mh

E Nh

E N E Nh

v R

v R

v L R v L R

 
 

  
  

M  

（4.2-33） 

这里简记
Mh MR R h  和

Nh NR R h  ，并记  
T

L h  δp 为位置误差。 

其次，根据正常重力公式（3.2-23），重写如下（简记
Lhg 为 g ） 

2 2

1 2(1 sin sin 2 )eg g L L h                          （4.2-34）
 

对上式求偏差，得 

1 2

1 2

(2 sin cos 4 sin 2 cos 2 )

sin 2 ( 4 cos 2 )

e

e

g g L L L L L L h

g L L L h

      

    

    

  
           （4.2-35）

 

从而有重力矢量误差 

 
T

40 0n g  δg M δp                         （4.2-36） 

其中 

4

1 2

0 0 0

0 0 0

sin 2 ( 4 cos 2 ) 0eg L L  

 
 


 
   

M                    （4.2-37） 

注意，这里只是简单采用了正常重力计算公式，而没有考虑实际地球的重力异常和垂线偏差影响。 

至此，可计算得姿态、速度和位置误差的详细表达式，如下。 

将式（4.2-3）、（4.2-32）代入式（4.2-17），得姿态误差方程 

1 2 3

2 1 3

( )

( ) ( )

( )

n n n

in in ib

n n n n b

in ie en b ib

n n n b b b b

in b ibx Gx iby Gy ibz Gz

n n b n b n b n n b

in ibx b Gx iby b Gy ibz b Gz b

n

aa av ap

  

  

   

    

        

         

  

ω δω δω

ω δω δω C δω

ω M δp M δv M δp C δK δK δK ε

ω M δv M M δp C δK C δK C δK C ε

M M δv M δ

 







 b n b n b n n b

ibx b Gx iby b Gy ibz b Gz b     p C δK C δK C δK C ε

  （4.2-38） 

其中 



 81 

2 1 3( ), ,n

aa in av ap     M ω M M M M M                （4.2-39） 

将式（4.2-4）、（4.2-32）代入式（4.2-27），得速度误差方程 

1 2 3 4

2 1 3 4

(2 ) (2 )

(2 ) (2 )

( ) (2 ) ( )(2 )

(

n n n n n n n n n n

sf ie en ie en sf

n n n n n n n b

sf ie en b sf

n n n n n n

sf ie en

n b b

b sfx Ax sfy Ay sfzf f f

         

          

            

  

δv f v δω δω ω ω δv δf δg

f v M δp M δv M δp ω ω δv C δf M δp

f v M ω ω δv v M M M δp

C δK δK







)b b

Az

n b n b n b n n b

va vv vp sfx b Ax sfy b Ay sfz b Az bf f f



      

δK

M M δv M δp C δK C δK C δK C



 

   （4.2-40） 

其中 

2

1 3 4

( )

( ) (2 )

( )(2 )

n

va sf

n n n

vv ie en

n

vp

 

       

   

M f

M v M ω ω

M v M M M

                    （4.2-41） 

将位置误差式（4.2-28）~（4.2-30）改写为向量形式，如下 

pv pp δp M δv M δp                              （4.2-42） 

其中 

0 1/ 0

sec / 0 0

0 0 1

Mh

pv Nh

R

L R

 
 


 
  

M ，  

2

2

0 0 /

sec tan / 0 sec /

0 0 0

N Mh

pp E Nh E Nh

v R

v L L R v L R

 
 

  
 
 

M   （4.2-43） 

在大多数情况下，比如在惯导系统标定比较准确或者运载体机动不大时，可以忽略刻度系数矩阵误

差
GδK 和

AδK 的影响，将姿态误差方程式（4.2-38）、速度误差方程式（4.2-40）和位置误差方程式（4.2-42）

展开成分量形式，如下 

2

tan 1
( ) ( ) NE E

E U N N U N E

Nh Nh Mh Mh

vv L v
v h

R R R R
                        （4.2-44a） 

2

tan 1
( ) NE E

N U E U E U N

Nh Mh Nh Mh

vv L v
v L h

R R R R
                         （4.2-44b） 

2

2

sec tantan
( ) ( )NE E E

U N E N E N U

Nh Mh Nh Nh Nh

vv v L v LL
v L h

R R R R R
                    （4.2-44c） 

2

2

tan tan
(2 ) (2 )

sec ( tan )
2( )

N U E E
E U N N U E U N N U

Nh Nh Nh

E N E U N
N N U U E

Nh Nh

v L v v L v
v f f v v v

R R R

v v L v v v L
v v L h

R R

       

   


       

  
     
 

   （4.2-44d） 

2 2

2 2

tan
2( )

sec tan
(2 ) ( )

U NE
N U E E U U E N U

Nh Mh Mh

N UE E
E N N

Nh Mh Nh

v vv L
v f f v v v

R R R

v vv L v L
v L h

R R R

      

  

     

    

          （4.2-44e） 

 
22

1 22 2

2
2( )

2 sin 2 ( 4 cos 2 ) ( )

NE
U N E E N N E N

Nh Mh

NE
U E e U

Nh Mh

vv
v f f v v

R R

vv
v g L L L h

R R

     

     

     

      

     （4.2-44f） 

2

1 N
N

Mh Mh

v
L v h

R R
                                （4.2-44g） 

2

sec tan secsec E E
E

Nh Nh Nh

v L L v LL
v L h

R R R
                        （4.2-44h） 

Uh v                                      （4.2-44i） 
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其中记分量形式 

 
T

E N U   ，   
Tn

ie E N U  ω ，   
Tn n b

b E N U   ε C ε       （4.2-45） 

 
Tn n b

sf b sf E N Uf f f f C f ，   
Tn n b

b E N U    C             （4.2-46） 

若惯导系统标定结果不理想，即标定误差
GδK （或

AδK ）较大，则在角运动（或加速运动）下会迅

速耦合引起姿态（或速度）误差。比如仅考虑式（4.2-38）中右端的 b n

ibz b Gz C δK 项，有 

b n

ibz b Gz  C δK                                 （4.2-47） 

假设惯导绕方位 z 轴转动，在短时间内
0 1[ , ]t t 方位角从

0 变化到
1 ，转动过程中水平姿态角（俯仰角 和

横滚角 ）始终近似为 0，相应地，记失准角从
0 变化到

1 ，且记失准角变化量为
1 0 Δ   ，则对式

（4.2-47）两边积分，有 

1 1

0 0
1 0

cos sin 0 cos sin 0

sin cos 0 d sin cos 0 d

0 0 1 0 0 1

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

gxz gxz
t t

b b

ibz gyz nbz gyz
t t

gzz gzz

gxz

gyz

gzz

k k

k t k t

k k

k

k

k

     

       

 

  

  



      
      

             
            

 
 

 
 
   

 Δ  

1

0

1 0 1 0

1 0 1 0

1 0

(sin sin ) (cos cos )

d (cos cos ) (sin sin )

( )

gxz gyz

gxz gyz

gzz

k k

k k

k





     

      

  

    
   

      
     



  （4.2-48） 

特别地，当取
0 0  且

1 π  时，有 

2

2

π

gyz

gxz

gzz

k

k

k







 
 

  
 
 

Δ                                 （4.2-49） 

可见，在角运动过程中，陀螺标定误差将直接引起惯导失准角误差；反过来，如果在转动过程中能观测

到失准角误差的变化，也可对陀螺标定误差做出估计。 

4.3 静基座误差特性分析 

4.3.1 静基座误差方程 

在静基座下，惯导真实速度为 n v ，真实位置  
T

L hp 一般准确已知，比力在导航坐标系

的投影为  
T

0 0n

sf gf ，可将
MhR 和

NhR 近似为地球平均半径 R ，则式（4.2-44）可简化并解耦为高

度通道和水平通道，分别如下 

1 22 sin 2 ( 4 cos 2 )U N E e U

U

v v g L L L h

h v

       

 

    




              （4.3-1） 

/

/

tan /

2

2

/

sec /

E U N N U N E

N U E E U N

U N E E N U

E N U N E

N E U E N

N

E

v R

v R L

v L R L

v g v

v g v

L v R

v L R

      

      

      

   

   

 

 

    


    


   


   
   

 




                     （4.3-2） 

在高度通道中，对比式（4.3-1）和式（4.2-44f），这里认为惯导水平速度不大（ 0E Nv v  ）且运

动平稳（ 0E Nf f  ）；在水平通道中，认为天向速度和高度、以及它们的误差均为零。 
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下面本别对高度通道和天向通道进行详细分析。 

4.3.2 高度通道 

图 4.3-1 给出与式（4.3-1）等效的控制系统结构图，图中等效天向加速度计零偏输入为

12 sin 2 ( 4 cos 2 )U N E e Uv g L L L         ，系统传递函数为 

2

2

1
( ) ( )Uh s s

s



 


                            （4.3-3） 

显然，上式的特征方程含有一个正根
2s  ，系统只要受到扰动，包括 , , , (0), (0)E U Uv L v h    等任何

干扰，高度误差 h 都会随时间不断发散，因此，纯惯导系统的高度通道是不稳定的。 

1

s

1

s

2

U




Uv h

 
图 4.3-1  高度通道结构图 

纯惯导的高度通道不能长时间单独使用，必须借助其它高度测量设备，比如气压高度计，进行高度

阻尼；或者在某些高度变化不大的应用场合，比如在海上或陆地平原上使用，不要求进行精确的高程导

航时，可全程简单地使用导航起始时刻的固定高度值。 

4.3.3 水平通道 

不难看出，式（4.3-2）中经度误差的传播是一个相对独立的过程，它仅仅是东向速度误差
Ev 的

一次积分，与其他误差之间没有交联关系。若分别设置如下状态向量 X 、输入向量U 和系统矩阵F ： 

 TLvv NEUNE X  

 T0NEUNE  U  





































0/10000

00200

02000

0/tan00

0/100

0/100

R

g

g

RL

R

R

U

U

NN

UU

NU











F
 

则式（4.3-2）可简写为 

 X FX U                                   （4.3-4a） 

secEv
L

R


                                   （4.3-4b） 

上述两式所示系统均为定常系统，对其取拉普拉斯变换，分别得 

 1( ) ( ) (0) ( )s s s  X I F X U                          （4.3-5a） 

( )1
( ) sec (0)Ev s
s L

s R


 

 
  

 
                         （4.3-5b） 

其中，状态向量 X 的初值记为  
T

0(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)E N U Ev v L     X 。 

以下主要针对式（4.3-5a）作分析。根据矩阵求逆公式，可得 

FI

N
FI


 

s

s
s

)(
)( 1                                 （4.3-6） 

式中， )(sN 为 )( FI s 的伴随矩阵，其矩阵元素的详细展开式非常复杂，但是通过展开和仔细整理，可
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获得式（4.3-6）的分母特征多项式，为 
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 4ie s fs s s s s          I F                    （4.3-7） 

式中， Rgs / 为休拉角频率； Lief sin  为傅科角频率。若取 29.8m/sg  、 6371kmR  ，可计算

得休拉周期 2π / 84.4mins sT   ；
Uf   即为地球自转的天向分量，傅科周期在地球极点处最短为

24h，随纬度减小而增大，傅科周期在赤道上消失。显然，总有
fs   。 

在式（4.3-7）中，若令 0)(  s ，可解得特征根为 



















)(j)(j

)(j)(j

j

22

6,5

22

4,3

2,1

fsffs

fsffs

ie

s

s

s







                    （4.3-8） 

可见，惯导系统误差水平通道式（4.3-2）除外的六个特征根全部为虚根，该误差系统为无阻尼

振荡系统，它包含地球、休拉和傅科三种周期振荡。由于
s f  ，频率

s f  和
s f  之间非常接

近 ， 两 者 叠 加 会 差 生 拍 频 现 象 ； 根 据 三 角 函 数 的 积 化 和 差 运 算 有

sin( ) sin( ) 2sin coss f s f s ft t t t          ，或者说，休拉振荡的幅值总是受傅科频率的调制作用（休

拉振荡视为载波，傅科振荡视为调制信号）。 

由于伴随矩阵 )(sN 的展开过于复杂，欲利用反拉氏变换法精确求出状态 X 的时域表达式更加困难。

经过仔细分析，表 4.3-1 直接给出了一组精度较好的近似解析解，它全面包括了陀螺常值漂移误差、加

速度计常值偏值误差、初始平台失准角误差、初始速度误差、初始经纬度误差等 12 个误差源的影响。

为了简化书写，表 4.3-1 中使用了如下一些记号： )sin( LsL  、 )cos(LcL  、 )tan(LtL  、 )sec(LeL  、

)sin( ts ss  、 )cos( tc ss  、 )sin( ts ff  、 )cos( tc ff  、 )sin( ts iee  、 )cos( tc iee  、 gRVI  。

特别值得一提的是，在北向和天向陀螺常值漂移引起的经度误差中存在着随时间线性增长的趋势项，除

此之外，其它误差项都是有界振荡的，不存在趋势项，这反映了惯导系统解算在姿态、速度和纬度位置

之间相互影响，实质上构成了一套完整而严密的闭环反馈系统。 

如果惯导系统运行时间比较短，比如在几分钟内（甚至可长至 20min 左右，但一般须小于 1/4 休拉

周期），则可对表 4.3-1 中的误差进行近似简化，即作近似 0fs  、 1fc  、 0es  、 1ec  、 /e ies t  、

s ss t （或 3( ) / 6s s ss t t   ）、 1sc  （或 21 ( ) / 2s sc t  ），结果如表 4.3-2 所列。表 3.2-2 在惯导初

始对准分析或短时惯导精度评估中十分有用，例如第 5 行显示，方位误差 0U 和东向陀螺漂移 E 均会引

起北向速度误差 Nv 随时间的二次方变化，因而可以根据 Nv 的观测值并利用曲线拟合方法计算出 0U

和 E ，但 0U 和 E 引起 Nv 的变化规律完全相同，两者之间无法区分，最终 E 将成为 0U 的估计极限

精度制约。注意到，如果将第 6 行 L 乘以R（或第 7 行乘以
LRc ），则可得以米为单位表示的惯导短

时定位误差。 
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表 4.3-1  惯导系统误差传递关系 

误差源（列 j） 

状态（行 i） E  (1) 
N  (2) 

0L  (3) 
0E  (4) 

0N  (5) 
0U  (6) 

E  (1) fs
E sc

g


  )1( fs

N cc
g




  
fsL

s

ie sssL



 0  

fsE cc0  
fsN sc0  

fsL

s

ie
U csc




 0  

N  (2) )1( fs
E cc

g


  
fs

N sc
g


  

fsL

s

ie cssL



 0  

fsE sc0  
fsN cc0  
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s

ie
U ssc




 0

 

U  (3) )1( fsL
E cct

g


  
fsL

N sct
g


  )( 2

0 fsL

s

ie
eL cssseL




   )(0 fsLeLE scsse   )(0 efsLN ccct   )(0 fsL

s

ie
eU sssc




   

Ev  (4) fsI
E csV

g

  
fsI

N ssV
g

  )(0 fseU cccRL   
fsIE ssV0  

fsIN csV0  )(0 eLfsNU ssscR   

Nv  (5) fsI
E ssV

g


  

fsI
N csV

g

  )(0 efsLie sscsRL   
fsIE csV0  
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E sc

g

  )1( fs
N cc

g


  )(0 fsL

s

ie
e ssscL




   )(0 fseE ccc   )(0 fseLN scss   )(0 fs

s

ie
eLU cssc




   

  (7) )1( fsL
E cce

g


  
fsL

N sce
g


  )(0 fs

s

ie
eL csstL




   )(0 fseLLE scsse   )( 22
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（续） 

误差源（列 j） 

状态（行 i） E  (7) 
N  (8) 

U  (9) 
0Ev  (10) 

0Nv  (11) 
0  (12) 

E  (1) E
s f

s

s c



  N

s f

s

s s



  0 fs

I

E ss
V

v 0  
fs

I

N cs
V

v 0
  0 

N  (2) E
s f

s

s s



 N

s f

s

s c



  

0 fs

I

E cs
V

v 0  
fs

I

N ss
V

v 0  0 

U  (3) 
1

( )
L s fe

E L

ie s

s s sc
e

 


   ( )

s fe
N L

ie s

s cs
t

 
  U

e

ie

s



  

fsL

I

E cst
V

v 0  
fsL

I

N sst
V

v 0  0 

Ev  (4) ( )E L e s fR s s c s   2 2( )N s f L L eR c c c s c    [ (1 ) ]ie
U L L e s f

s

Rc s c s s





   
fsE ccv 0  

fsN scv 0  0 

Nv  (5) ( )E e s fR c c c   ( )N L e s fR s s c s   ( )ie
U L e s f

s

Rc s s c





  
fsE scv 0  

fsN ccv 0  0 

L  (6) ( )
s fe

E

ie s

s cs


 
   [ (1 ) ]

s fL
N e

ie s

s ss
c

 
    (1 )U

L e

ie

c c



  

fs

I

E ss
V

v 0
  

fs

I

N cs
V

v 0  0 

  (7) [ (1 ) ]
s fL

E L e

ie s

s ss
e c

 
    ( )L L L

N L e s f

ie s

s t e
c t s s c

 
   1

( )U L e

ie

s t s


  
fs

I

LE cs
V

ev 0  
fs

I

LN ss
V

ev 0  
0  

注：在惯导误差估算时，可能用到这些近似值：  sI RgRV  7900 m/s（即第一宇宙速度）， ieR 470m/s， sie  / 0.06；当加速度

计偏值 =5×10-5g 时有 g/ ≈10″；当陀螺漂移 =0.01（º）/h时有 R ≈0.3m/s、
ie / ≈2.3′和

s / ≈8″ 
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表 4.3-2  惯导短时误差特性 

误差源（列 j） 

状态（行 i） E  (1) 
N  (2) 

0L  (3) 
0E  (4) 

0N  (5) 
0U  (6) 

E  (7) 
N  (8) 

U  (9) 
0Ev  (10) 

0Nv  (11) 
0  (12) 

E  (1) 0 
2

2
N

t

R
  0 0E  0 0U N t   

Et  0 0 0 0N

t
v

R
  0 

N  (2) 
2

2
E

t

R
  0 0 0 0N  0 0 N t  0 0E

t
v

R
  0 0 

U  (3) 
2

2

L
E

t t

R
  0 0 0 0 0U  0 0 U t  

0
L

E

t t
v

R
  0 0 

Ev  (4) Et  0 0 0 0N gt  0 0 
2

2
N

gt
  0 0Ev  0 0 

Nv  (5) 0 N t  0 0E gt  0 
2

0
2

N
U

g t
  

2

2
E

gt
  0 0 0 0Nv  0 

L  (6) 0 
2

2
N

t

R
  

0L  
2

0
2

E

gt

R
  0 

3

0
6

N
U

g t

R


  

3

6
E

gt

R
  0 0 0 0N

t
v

R
  0 

  (7) 
2

2
E

L

t

Rc
  0 0 0 0 0 0 

3

6
N

L

gt

Rc
  0 0E

L

t
v

Rc
  

0 0  
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4.3.4 水平通道的简化 

1. 单纯的失准角误差通道 

在式（4.3-2）中，如果令 0E Nv v   且 0L  ，则可得以失准角误差
E 、

N 和
U 三个状态构成

的单纯的姿态误差方程如式（4.3-9），其结构图如图 4.3-2。 

E U N N U E

N U E N

U N E U

     

   

   

   


  


 

   即   n n

ie   ω ε               （4.3-9） 

N

E
E

U

N N

U

U

N

U

  
图 4.3-2  纯失准角误差 

实际上，式（4.3-9）相当于是与姿态更新算法 ' ' '( ) ( )n n b n n

b b ib ie b   C C ω ω C 对应的的失准角误差方程，

可视为是固定地理位置下的姿态跟踪误差方程。图 4.3-2 所示系统的特征方程为 

2 2( ) 0ies s                                  （4.3-10） 

可见，单纯的失准角回路的振荡频率为地球自转频率，周期 24hur。 

2. 水平东向/北向通道 

在式（4.3-2）中，如果令 0E U   、 0Nv  且 0L  ，则可得以
N 、

Ev 和三个状态构成的

东向通道如式（4.3-11），其结构图如图 4.3-3；如果令 0N U   且 0Ev  ，则可得以
E 、

Nv 和 L 三

个状态构成的北向通道如式（4.3-12），其结构图如图 4.3-4。 

/

sec /

N E N

E N E

E

v R

v g

v L R

  

 

 

  


  




                             （4.3-11） 

/

/

E N E

N E N

N

v R

v g

L v R

  

 

 

   


 




                             （4.3-12） 

E
Ev N

N



 

N
Nv E

E

L

 
图 4.3-3  水平东向通道                           图 4.3-4  水平北向通道 

图 4.3-3 和图 4.3-4 的特征方程均为 

2 2 2/ 0ss g R s                                   （4.3-13） 

上式表明系统的无阻尼振荡频率即为休拉频率 /s g R  。以北向通道为例，严格的休拉频率
s 需满足



 

89 
 

条件： 0N U   、 0E Uv v   且 0E Uf f  、 0E Uv v  ，即在东向及天向通道上无运动及误差。

通常惯导在低速、短时小加速度机动情况下，修拉振荡也会比较明显，但在高速、长时间大加速度机动，

甚至存在时变的陀螺漂移或加速度偏值时，会破坏休拉振荡规律。 

在式（4.3-2）中，如果令 0U  ，则可得以
E 、

N 、
Ev 、

Nv 、 L 和六个状态构成的简化水

平通道如式（4.3-14），其结构图如图 4.3-5。 

/

/

2

2

/

sec /

E U N N E

N U E E U N

E N U N E

N E U E N

N

E

v R

v R L

v g v

v g v

L v R

v L R

    

      

   

   

 

 

   


    
    


  
 

 

                      （4.3-14） 

N Nv
E

E

L

E
Ev

N

N



2 f

2 f f

f

f

 
图 4.3-5  简化水平通道（ 0U  ） 

除经度误差相对独立外，经过仔细推导，可得简化水平通道的特征方程为 

5 2 3 2 2 2 4

4 2 2 2 4 2 2 4

2

2 2 2 2 2 4 2 2

0 0 1/ 0

0 1/ 0

0 0 2 0

0 2 0 0

0 0 0 1/ 0

(2 / 5 ) ( 4 )

(2 5 ) ( 4 )

5 9
( ) (6 ) (

2 4

f

f f

f

f

f f f

s f s f s f

s f U s f s

R

R

s g

g

R

s g R s g / R g / R s

s s s

s s s s



 





  

     

     

 
 
 
 
    
 

 
  

     

       

   
        

   

I

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

5
) 6

2

5 5
( ) 6 ( ) 6

2 2

6 6
( ) ( )

2 2

f f s

s f s f s f s f

s f s f

s s s

s s s

  

       

   

   
   

   

   
         

   

   
       

   

    （4.3-15） 

上式表明系统的无阻尼振荡频率为休拉频率
s 和

6

2
f 。 

3. 水平北向及方位通道 

在式（4.3-2）中，如果令 0N  且 0Ev  ，则可得以
E 、

U 、
Nv 和 L 四个状态构成的北向和方
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位通道如式（4.3-16），其结构图如图 4.3-6。 

/

/

E N U N E

U N E N U

N E N

N

v R

L

v g

L v R

    

     

 

 

    


  


 
 

                       （4.3-16） 

N
Nv

E

E

L

U

N N

U

  
图 4.3-6  水平北向及方位通道 

经过仔细推导，可得水平及方位通道的特征方程为 

4 2 2 2 2 2 2 2

0 0 1/

0 0

0 0 0

0 0 1/ 0

( / ) / ( )( ) 0

N

N N

N N s N

R

s
g

R

s g R s g R s s



 

   

  
 
   
 
 
 

       

I             （4.3-17） 

从图4.3-6中可以看出，如果存在方位误差
U ，它将通过地球自转的北向分量

N 耦合引起东向失准角
E ，

E 再通过重力 g 耦合引起北向速度误差
Nv ，这一过程称为罗经效应。由初始方位误差

0U 引起的北向

速度
Nv 响应为 

02 2 2 2
( )

( )( )

N
N U

s N

g s
v s

s s


 

 




 
                      （4.3-18） 

对上式反拉氏变换，得 

0 0 2

cos( ) cos( ) cos( ) cos( )

( )( )

N s N s
N U N U N

s N s N s

t t t t
v g g

   
    

    

 
   

 
        （4.3-19） 

在短时间内，近似为 
2 2

0 02

1 ( ) / 2

2

s s N
N U N U

s

t t g t
v g

  
   



                    （4.3-20） 

上式与表 4.3-2 第 5 行 6 列数据完全一致。 

4.3.5 水平通道误差方程的仿真 

为了更直观地了解捷联惯导静态误差传播特性，附录 H-1 给出误差仿真程序，读者可对其作相应修

改，绘制出各种条件下的状态误差曲线图。图 4.3-7 和图 4.3-8 给出两组仿真结果，纬度取为 30°且仿

真时间为 24hur，其中图 4.3-7 仅设置了东向陀螺常值漂移误差
E =0.01°/h，而图 4.3-8 仅设置了东向加

速度计常值偏值误差
E =100ug，从图中可以明显地看出傅科频率对休拉频率的调制作用。 
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图 4.3-7  东向陀螺常值漂移引起的静态导航误差 

 
图 4.3-8  东向加速度计常值漂移引起的静态导航误差 
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第 5 章 卡尔曼滤波基本理论 
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5.1 递推最小二乘法 

传统的最小二乘法对所有的测量数据作整体一次性处理（批处理）给出参数估计，然而，当测量数

据很多时，需要较大的存储空间。实际中，测量数据往往是按时间顺序逐步获得的，因而可以考虑采用

递推的方法进行最小二乘参数估计，这样可以有效地减少数据存储量，这便是递推最小二乘法。递推最

小二乘法对更好地理解 Kalman 滤波算法有一定的帮助，因而这里先对前者作简要的介绍。 

对某系统的参数作测量（观测），记第 k 次量测方程为 

kkk VXHZ                                （5.1-1） 

其中
kZ 是m 维量测向量，

kH 是 nm 维量测矩阵，X 是 n 维的待估常值参数向量，
kV 是m 维量测噪声

并且假设 

E[ ]k V 0 ，  TE[ ] δk j k kjV V R  

注意，这里并不要求噪声
kV 是服从正态分布的。 

若将前1,2, ,i次量测合并写在一起，记 

1 1 1

2 2 2
, ,i i i

i i i

     
     
       
     
     
     

Z H V

Z H V
Z H V

Z H V

                      （5.1-2） 

则有 

i i i Z H X V                                 （5.1-3） 

E[ ]i V 0，  T

1 2E[ ] diag( , ,..., )i i i i VV R R R R                （5.1-4） 

当 1i k  时，由
1kZ 对 X 作加权最小二乘估计（马尔可夫估计），结果为 

T 1 1 T 1

1 1 1 1 1 1 1

T 1

1 1 1 1

ˆ ( )k k k k k k k

k k k k

  

      



   





X H R H H R Z

P H R Z
                    （5.1-5） 

其中记 
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T 1 1

1 1 1 1( )k k k k

 

   P H R H                           （5.1-6） 

而当 i k 时，由
kZ 对 X 作加权最小二乘估计，结果为 

T 1 1 T 1

1

T T 11

1 1

T 1 T 1

1 1 1

ˆ ( )

( )

k k k k k k k

kk

k k k

kk

k k k k k k k

  





 

 

  



    
        

   

 

X H R H H R Z

ZR
P H H

ZR

P H R Z H R Z

0

0

                       （5.1-7） 

由于 
T 1 1

1
1

T T 11

1 1

T 1 T 1 1

1 1 1

1 T 1 1

1

( )

( )

( )

k k k k

kk

k k

kk

k k k k k k

k k k k

 






 

  

  

  





    
        

   

 

 

P H R H

HR
H H

HR

H R H H R H

P H R H

0

0
                   （5.1-8） 

即有 
1 1 T 1

1k k k k k

  

 P P H R H                                （5.1-9） 

考虑到式（5.1-5）和式（5.1-9），式（5.1-7）可整理成 
1 T 1 T 1

1 1 1 1 1

1 T 1

1 1

1 T 1 T 1

1

T 1

1 1

ˆ ( )

ˆ( )

ˆ( )

ˆ ˆ( )

k k k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k

  

    

 

 

  





 

 

 

   
 

  

X P P P H R Z H R Z

P P X H R Z

P P H R H X H R Z

X P H R Z H X

                  （5.1-10） 

由式（5.1-9）和式（5.1-10）构成了一组最小二乘估计递推公式，以下将其改写成另外一种更常用的表

示形式。 

根据矩阵求逆引理（证明详见附录 D） 
1 1 1 1 1 1 1

11 12 22 21 11 11 12 22 21 11 12 21 11( ) ( )         A A A A A A A A A A A A A             （5.1-11） 

1 1 1 1 1 1

11 12 22 21 11 12 11 12 22 21 12 22( ) ( )       A A A A A A A A A A A A                （5.1-12） 

若作如下符号替换 
1 T

11 1 12 22 21, , ,k k k k



    A P A H A R A H                   （5.1-13） 

则式（5.1-11）和（5.1-12）分别变为 
1 T 1 1 T T 1

1 1 1 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k

   

       P H R H P P H R H P H H P            （5.1-14） 

T T 1 1 T 1 1 T 1

1 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k

    

    P H R H P H P H R H H R              （5.1-15） 

若简记 
T T 1

1 1( )k k k k k k k



  K P H H P H R                          （5.1-16） 

将式（5.1-8）和（5.1-16）代入式（5.1-14），可得 

1 1k k k k k  P P K H P                              （5.1-17） 

而将式（5.1-8）和（5.1-16）代入式（5.1-15），可得 
T 1

k k k k

K P H R                                （5.1-18） 

再将式（5.1-18）代入式（5.1-10），得 

1 1
ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k   X X K Z H X                         （5.1-19） 

至此，式（5.1-16）、（5.1-17）和（5.1-19）组成递推最小二乘法，重写如下 
T T 1

1 1

1 1

1

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

k k k k k k k

k k k k k k

k k k k



 

 



  


  
  

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

                      （5.1-20） 
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实际上，无需借助于矩阵求逆引理，也可求得递推最小二乘法公式（5.1-20），如下所述。 

直接将式（5.1-9）两边同时左乘
kP 并右乘

1kP ，可得 
1 1 T 1

1 1 1( )k k k k k k k k k

  

   P P P P P H R H P                      （5.1-21） 

上式化简，移项得 
T 1

1 1k k k k k k k



  P P P H R H P                           （5.1-22） 

上式两边同时右乘 T

kH ，得 

T T T 1 T

1 1k k k k k k k k k k



  P H P H P H R H P H                      （5.1-23） 

即 
T 1 T T 1 T

1 1k k k k k k k k k k k k

 

  P H R R P H P H R H P H                    （5.1-24） 

即 
T 1 T T

1 1( )k k k k k k k k k



  P H R H P H R P H                       （5.1-25） 

若记 T 1

k k k k

K P H R ，则根据上式有 

T 1 T T 1

1 1( )k k k k k k k k k k

 

   K P H R P H H P H R                    （5.1-26） 

至此，式（5.1-26）、式（5.1-10）和（5.1-22）组合在一起，其结果与式（5.1-20）完全一致。 

5.2 Kalman 滤波方程的推导 

Kalman 滤波方程的严密推导可用正交投影、新息理论和贝叶斯估计等方法，这些方法都涉及到较

复杂的数理统计方面的知识。这里借鉴递推最小二乘法的表示形式，采用直观的方法进行 Kalman 滤波

推导，推导过程虽然不够严谨，但却是便于理解的。 

1 随机系统状态空间模型 

给定随机系统状态空间模型 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                          （5.2-1） 

式中，
kX 是 1n 维的状态向量，

kZ 是 1m 维的量测向量；
/ 1 1, ,k k k k Φ Γ H 是已知的系统结构参数，分别

称为 nn 维的状态一步转移矩阵、 ln 维的系统噪声分配矩阵、 nm 维的量测矩阵；
1kW 是 1l 维的系

统噪声向量，
kV 是 1m 维的量测噪声向量，两者都是零均值的高斯白噪声向量序列（服从正态分布），

且它们之间互不相关，即满足 
T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

                     （5.2-2） 

上式是 Kalman 滤波状态空间模型中对于噪声要求的基本假设，一般要求
kQ 是半正定的且

kR 是正定的。 

2 滤波方程的推导 

记 1k  时刻（前一时刻）的状态估计为
1

ˆ
kX 、状态估计误差为

1kX 、状态估计误差的均方误差阵为

1kP ，即 

1 1 1
ˆ

k k k   X X X                                （5.2-3） 

T T

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆE[ ] E ( )( )k k k k k k k      

    
 

P X X X X X X                （5.2-4） 

假设已知前一时刻的状态估计
1

ˆ
kX 及其误差阵

1kP 。根据
1

ˆ
kX 和系统的状态方程可对 k 时刻（当前

时刻）的状态
kX 作预测，由于系统方程的零均值白噪声

1kW 对预测不会有任何贡献，所以对
kX 的状态

一步预测为 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X                                 （5.2-5） 
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记状态一步预测误差为 

/ 1 / 1
ˆ

k k k k k  X X X                                （5.2-6） 

将系统式（5.2-1）中的状态方程及式（5.2-5）一起代入式（5.2-6），得 

/ 1 / 1 1 1 1 / 1 1

/ 1 1 1 1 1 / 1 1 1 1

ˆ( )

ˆ( )

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

      

        

  

    

X Φ X Γ W Φ X

Φ X X Γ W Φ X Γ W

        （5.2-7） 

从状态方程时序上可以看出， 1k  时刻的噪声
1kW 只影响 k 时刻及其之后的状态，即

1kW 与 k 时刻

之前的系统状态 ( 1)i i k X 不相关；再假设
1kW 与

1
ˆ

kX 不相关，或者说估计
1

ˆ
kX 没有用到

1kW 的任何信

息。因此，在式（5.2-7）中
1 1 1

ˆ
k k k   X X X 与

1kW 不相关，即有 T

1 1E[ ]k k  X W 0和 T

1 1E[ ]k k  W X 0。由

式（5.2-7）得状态一步预测均方误差阵 
T

/ 1 / 1 / 1

T

/ 1 1 1 1 / 1 1 1 1

T T T T

/ 1 1 1 / 1 1 1 1 1

T T

/ 1 1 / 1 1 1 1

E[ ]

E ( )( )

E[ ] E[ ]

k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

  

       

       

     



    

 

 

P X X

Φ X Γ W Φ X Γ W

Φ X X Φ Γ W W Γ

Φ P Φ Γ Q Γ

            （5.2-8） 

同理，通过状态一步预测
/ 1

ˆ
k kX 和系统的量测方程可对 k 时刻的量测作一步预测 

/ 1 / 1
ˆ ˆ

k k k k k Z H X                                  （5.2-9） 

但是，在 k 时刻真实的量测
kZ 到来时，它与量测一步预测

/ 1
ˆ

k kZ 之间存在误差，此即量测一步预测误差，

记为 

/ 1 / 1
ˆ

k k k k k  Z Z Z                                （5.2-10） 

将系统式（5.2-1）中的量测方程及式（5.2-9）一起代入式（5.2-10），得 

/ 1 / 1

/ 1

ˆ( )k k k k k k k k

k k k k

 



  

 

Z H X V H X

H X V
                      （5.2-11） 

同样，根据时序先后关系易知
kV 与

/ 1k kX 不相关，即有 T

/ 1E[ ]k k k X V 0和 T

/ 1E[ ]k k k V X 0。记量测一步预

测均方误差阵
, / 1ZZ k kP 、状态一步预测与量测一步预测之间的协方差阵

, / 1XZ k kP ，则有 
T

, / 1 / 1 / 1

T

/ 1 / 1

T T T

/ 1 / 1

T

/ 1

E[ ]

E ( )( )

E[ ] E[ ]

ZZ k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

  

 

 





    

 

 

P Z Z

H X V H X V

H X X H V V

H P H R

               （5.2-12） 

T

, / 1 / 1 / 1

T

/ 1 / 1

T

/ 1

E[ ]

E ( )

XZ k k k k k k

k k k k k k

k k k

  

 





   



P X Z

X H X V

P H

                     （5.2-13） 

如果仅仅使用系统状态方程的状态一步预测
/ 1

ˆ
k kX 去估计

kX ，由于没有用到量测方程的任何信息，

会导致估计精度不高。此外，从式（5.2-11）可以看出，在使用系统量测方程计算的量测一步预测误差
/ 1k kZ

中也包含状态一步预测
/ 1

ˆ
k kX 的信息。可见，上述两种渠道中都含有状态信息，一种很自然的想法是综

合考虑状态方程和量测方程的影响，利用
/ 1k kZ 修正

/ 1
ˆ

k kX 之后，再作为
kX 的估计，有助于提高状态估

计精度，因而可令
kX 的估计为 

/ 1 / 1
ˆ ˆ

k k k k k k  X X K Z                             （5.2-14） 

其中，
kK 为待定的修正系数矩阵。上式显示了 ˆ

kX 综合利用了状态预测
/ 1

ˆ
k kX 与量测预测误差

/ 1k kZ 的信

息。 

将式（5.2-10）代入式（5.2-14），整理并考虑到式（5.2-5），可得 
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/ 1 / 1

/ 1

/ 1 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ( )

ˆ( )

k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

 



 

  

  

  

X X K Z H X

I K H X K Z

I K H Φ X K Z

                    （5.2-15） 

式（5.2-15）显示当前状态估计 ˆ
kX 是前一时刻状态估计

1
ˆ

kX 和当前量测
kZ 的线性组合（加权估计），且

从该式的构造方式上看，它综合考虑了状态方程结构参数
/ 1k kΦ 和量测方程结构参数

kH 的影响。事实上，

利用新息理论也可以证明，式（5.2-14）正是最优的状态估计表示形式——“预测+修正”形式。在 Kalman

滤波理论中，一般将量测预测误差
/ 1k kZ 称为新息，它表示量测预测误差中携带有关于状态估计的新信

息；将系数矩阵
kK 称为滤波增益；将状态预测

/ 1
ˆ

k kX 和估计 ˆ
kX 分别称为状态

kX 的先验估计和后验估计。

因此，式（5.2-14）的直观含义就是：利用新息
/ 1k kZ 对先验估计

/ 1
ˆ

k kX 进行修正以得到后验估计 ˆ
kX ，

后验估计应当比先验估计更加精确。 

知道了系统状态估计 ˆ
kX 的表示形式之后，剩下的主要问题就是如何求取待定系数矩阵

kK 以使得

ˆ
kX 的估计误差最小。 

记当前 k 时刻的状态估计误差为 

ˆ
k k k X X X                                 （5.2-16） 

将式（5.2-15）第一等号右边代入式（5.1-16），整理得 

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ( )

ˆ( )

( )

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k

 

 



    
 

   

  

X X X K Z H X

X K H X V H X

I K H X K V

                   （5.2-17） 

上述 k 时刻状态估计的均方误差为 

 

T

T

/ 1 / 1

T T T T

/ 1 / 1

T T

/ 1 1

E[ ]

E ( ) ( )

( )E[ ]( ) E[ ]

( ) ( )

k k k

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

 

 

 



          

   

   

P X X

I K H X K V I K H X K V

I K H X X I K H K V V K

I K H P I K H K R K

           （5.2-18） 

估计误差
kX 是一随机向量，使其“误差最小”的含义规定为使各分量的均方误差之和最小（加权？），

即 
(1) 2 (2) 2 ( ) 2E[( ) ] E[( ) ] E[( ) ] minn

k k kX X X                       （5.2-19） 

这等价于 
TE[ ] mink k X X                                （5.2-20） 

其中， ( ) ( 1,2, , )i

kX i n 为
kX 的第 i 分量。 

另一方面，若将 TE[ ]k kX X 展开，可得 

(1) 2 (1) (2) (1) ( )

(2) (1) (2) 2 (2) ( )

T

( )

,3

( ) (1) ( ) (2) ( ) 2

E[( ) ] E[ ] E[ ]

E[ ] E[( ) ] E[ ]
E[ ]

E[ ]

E[ ] E[ ] E[( ) ]

n

k k k k k

n

k k k k k

k k n

k k

n n n

k k k k k

X X X X X

X X X X X

X X

X X X X X

 
 
 
 
 
  

X X                （5.2-21） 

可见，式（5.2-19）亦等价于 
Ttr( ) tr(E[ ]) mink k k P X X                         （5.2-22） 

其中， tr( ) 表示方阵的求迹运算，即方阵的所有主对角线元素之和，其结果为一标量函数。 

考虑到方差阵
/ 1k kP 必定是对称阵，因而式（5.2-18）可展开为 

T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k k k k k k        P P K H P K H P K H P H R K          （5.2-23） 

对上式两边同时求迹运算，得 
T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 1tr( ) tr( ) tr( ) tr(( ) ) tr( ( ) )k k k k k k k k k k k k k k k k k k        P P K H P K H P K H P H R K   （5.2-24） 
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上式是关于待定参数矩阵
kK 的二次函数，所以 tr( )kP 必定存在极值（按概率含义这里应当是极小值）。 

为了便于利用求导方法求取式（5.2-24）的极值，引入方阵的迹对矩阵求导的两个等式，分别如下 

   T Td d
tr( ) tr ( )

d d
  
 

XB XB B
X X

                       （5.2-25a） 

Td
tr( ) 2

d
   XAX XA

X
                            （5.2-25b） 

式中，X 表示 mn 维矩阵变量；A、B 分别是 mm 维和 nm 维的常值矩阵且 A是对称矩阵。实际上，

只需采用矩阵分量表示并直接展开即可验证式（5.2-25）成立。 

有了式（5.2-25）之后，将式（5.2-24）两边同时对
kK 求导，可得 

  T T T

/ 1 / 1 / 1

T T

/ 1 / 1

d
tr( ) ( ) ( ) 2 ( )

d

2 ( )

k k k k k k k k k k k k k

k

k k k k k k k k k

  

 

    

    

P H P H P K H P H R
K

K H P H R P H

0
       （5.2-26） 

根据函数极值原理，令上式右端等于零，可解得 
T T

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k  P H K H P H R                       （5.2-27） 

由于 T

/ 1k k k kH P H 是半正定的且
kR 是正定的，所以 T

/ 1( )k k k k k H P H R 必然是正定可逆的，从上式可进一步

解得 

T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R                       （5.2-28） 

这便是满足极值条件（5.2-19）的待定系数矩阵
kK 的取值，此时状态估计误差

kX 达到最小，或者说 ˆ
kX

是
kX 在均方误差指标下的最优估计。 

将式（5.2-27）代入式（5.2-23），不难求得
/ 1( )k k k k k P I K H P 。至此，获得 Kalman 滤波全套算

法，可划分为五个基本公式，如下： 

 ① 状态一步预测 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X                             （5.2-29a） 

 ② 状态一步预测均方误差 
T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ                    （5.2-29b） 

 ③ 滤波增益 
T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R   或简写为 1

, / 1 , / 1k XZ k k ZZ k k



 K P P        （5.2-29c） 

 ④ 状态估计 

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X                      （5.2-29d） 

 ⑤ 状态估计均方误差 

/ 1( )k k k k k P I K H P                          （5.2-29e） 

特别地，当量测噪声
kV 服从正态分布时，若在状态空间模型（5.2-1）中设状态一步转移矩阵

/ 1k k Φ I

且设状态噪声
1k Q 0，则有状态

0k X X 始终为常值，这时模型（5.1-1）与最小二乘模型（5.2-1）完

全相同；若进一步在 Kalman 滤波公式（5.2-29a）～（5.2-29e）中令
/ 1 1

ˆ ˆ
k k k X X 和

/ 1 1k k k P P ，则它

与递推最小二乘公式（5.1-20）也完全一致。可见，递推最小二乘法可以看作是 Kalman 滤波的一个特

例；反过来，Kalman 滤波可以看作是递推最小二乘法应用于时变状态过程的推广。 

不难证明（读者作为练习），以下两种滤波增益计算公式等价 
T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R                           （5.2-30a） 

T 1

k k k k

K P H R                                   （5.2-30b） 

还有下列四种均方误差计算公式也相互等价 

/ 1( )k k k k k P I K H P                               （5.2-31a） 
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T T

/ 1( ) ( )k k k k k k k k k k   P I K H P I K H K R K                    （5.2-31b） 

T T

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k k   P P K H P H R K                        （5.2-31c） 

1 1 T 1

/ 1k k k k k k

  

 P P H R H                               （5.2-31d） 

最后，如下更新公式亦成立 
1 1 T 1

/ 1 / 1
ˆ ˆ

k k k k k k k k k

  

  P X P X H R Z                            （5.2-32） 

3 滤波流程框图 

Kalman 滤波过程可用流程框图表示，如图 5.2-1 所示。 

 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ

kZ

 
T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R

 
/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X

 / 1( )k k k k k P I K H P

0X̂ 0P

kZ

ˆ
kX kP

/ 1
ˆ ˆ

k k kX X

/ 1k k kP P

1k k 

 ,k kH R

 
/ 1 1

1

, ,k k k

k

 



Φ Γ

Q

 
图 5.2-1  Kalman 滤波流程框图 1 

 

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ

 
T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R

 
/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X

kZ

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X

 / 1( )k k k k k P I K H P

1k k 

 1kQ

 kR

1k k 

 ˆ
kX  kP

 
图 5.2-2  Kalman 滤波流程框图 2（滤波计算回路与增益计算回路） 

 kH  / 1k kΦ

 kK
 1

z

kZ

ˆ
kX

1
ˆ

kX

/ 1
ˆ

k kX

 

图 5.2-3  Kalman 滤波流程框图 3（滤波计算回路） 

在图 5.2-1 中，实线信号流部分称为时间更新，在系统每一离散化步骤都需要执行状态及其均方误

差预测（即
/ 1 / 1 1

ˆ ˆ
k k k k k  X Φ X 和 T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ ），为了提高系统的采样和计算精度，

一般要求较高的滤波时间更新频率，特别在高动态系统中尤为重要。时间更新之后，如果没有量测信息，

则量测预测将作为状态的最优估计输出（即
/ 1

ˆ ˆ
k k kX X 和

/ 1k k kP P ，这相当于有量测时的
k  R 及

k K 0）。时间更新之后，若有量测信息，则执行量测更新（即计算增益 T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R ，
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以及状态估计
/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X 和
/ 1( )k k k k k P I K H P ，如图中虚线信号流所示），获得状

态最优估计，量测更新频率取决于量测传感器的测量频率，理论上量测频率一般越高越好，但实际中往

往小于时间更新的频率。 

在图 5.2-2 中（
kZ 无效等效于

k  R ），Kalman 滤波被明显地划分为两个回路，一个是与状态 ˆ
kX

计算有关的回路，称为滤波计算回路；另一个是与均方误差阵
kP 计算有关的回路，称为增益计算回路。

由图显示，两回路之间的唯一联系是增益矩阵
kK ，且联系是单向的，即滤波计算回路受增益计算回路的

影响，而滤波计算回路不对增益计算回路产生任何影响。图 5.2-3 单独给出了滤波计算回路的框图，更

清楚的显示了滤波信号输入输出关系。 

量测信息
kZ 是 Kalman 滤波的最主要输入，但对于时变系统而言，系统结构参数

/ 1 1, ,k k k k Φ Γ H 及

噪声
1,k kQ R 中的全部或部分是时变的，也可视为滤波算法的输入，需实时更新。除了状态估计 ˆ

kX 外，

状态估计均方误差
kP 也是 Kalman 滤波输出的重要组成部分，

kP 对评价状态估计的质量发挥着非常重要

的作用。 

此外，预启动 Kalman 滤波器，必须预设初始值
0X̂ 和

0P 。理论上，若取滤波器的状态初值为 

0 0
ˆ E[ ]X X                                    （5.2-33） 

则滤波结果 ˆ ( 1)i i X 都是无偏的，即有 ˆ E[ ]i iX X ，简要说明如下：将状态空间模型（5.2-1）代入状态

估计式（5.2-15），展开得 

 

/ 1

/ 1 1 / 1 1 1 1

/ 1 1 / 1 1 1 1 1

ˆ ˆ( )

ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k



     

      

  

    

    

X I K H X K Z

I K H Φ X K H Φ X Γ W V

Φ X K H Φ X X K H Γ W V

           （5.2-34） 

上式两边同时求均值，得 

 / 1 1 / 1 1 1
ˆ ˆ ˆE[ ] E[ ] E[ ] E[ ]k k k k k k k k k k      X Φ X K H Φ X X                 （5.2-35） 

另一方面，若直接对状态方程两边同时求均值，可得 

/ 1 1E[ ] E[ ]k k k k X Φ X                               （5.2-36） 

比较式（5.2-35）和式（5.2-36）可知，只要
1 1

ˆE[ ] E[ ]k k X X ，就有 ˆE[ ] E[ ]k kX X ，利用数学归纳法

可推， ˆ ( 1)i i X 是无偏的。在实际应用中，某一次滤波过程只会是随机过程总体的一个轨迹样本，况且

滤波初值的真值往往是未知的，所以一般将滤波初值设置为真值附近的某值（多为零向量）。因而，在

理论上 Kalman 滤波的估计结果总是有偏的，但只要滤波系统是渐进稳定的，随着滤波步数的增加，初

值的影响将逐渐消失（相关内容参见 5.14 节）。 

 顺便指出，式（5.2-15）可以看出状态估计 ˆ
kX 是量测

kZ 的线性函数，同理
1

ˆ
kX 是量测

1kZ 的线性

函数，按式（5.2-15）回溯递推可知，当
0 0
ˆ E[ ]X X 时 ˆ

kX 是量测序列{ , , , , }k k k kZ Z Z Z 的线性函数（线

性组合），因此，从理论上说卡尔曼滤波（状态估计 ˆ
kX ）是关于量测序列的线性最小方差无偏估计。 

至于滤波器初始方差阵设置，如果取 

0 0Var[ ]P X                                  （5.2-37） 

则在理论上 ( 1)i iP 将准确描述状态估计 ˆ
iX 的均方误差。实际上，与

0E[ ]X 一样，
0Var[ ]X 也不可能准

确已知，一般将初始状态均方差阵
0P 设置为对角矩阵，各对角线元素大小（平方根）只能粗略地反映相

应状态分量初值的不确定度（即 1 均方差）。 

实践中，对于可观测性较强的状态分量，对应的状态初值和均方差设置偏差容许适当大些，它们随

着滤波更新将会快速收敛，如果均方差设置太小，则会使收敛速度变慢。而对于可观测性较弱的状态，
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对应的状态初值和均方差应该设置尽量准确，如果均方差设置过大，容易引起状态估计的剧烈波动，反

之，如果均方差设置过小，同样会使状态收敛速度变慢，这两种情况下均方差都不宜用于评估相应状态

估计的精度。对于不可观测的状态分量，其状态估计及其均方差不会随滤波更新而变化，即不会有滤波

效果。 

4 带确定性输入时的滤波方程 

带确定性输入的状态空间模型可表示为 

/ 1 1 1 1 1 1k k k k k k k k

k k k k k

       


  

X Φ X B u Γ W

Z H X Y V
                  （5.2-38） 

其中，
1ku 和

kY 均为已知的确定性输入序列，
1kB 为输入系数矩阵，可将

1ku 当作系统方程的控制输入，

而
kY 视为测量系统的已知偏差，其它符号同式（5.2-1）。 

仿照前面 Kalman 滤波公式的推导过程，不难得到针对模型（5.2-38）的滤波算法，为 

/ 1 / 1 1 1 1

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

T T 1

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k

    

      



 

 



  


 


 


   
  


X Φ X B u

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z Y H X

P I K H P

                 （5.2-39） 

与式（5.2-29）相比，公式（5.2-39）只在第一式和第三式有两处差别，一是在状态一步预测中引入了

控制项
1ku 的作用，二是相当于将

k kZ Y 作为新的量测使用，而其它三个公式保持不变，这说明模型中

确定性的输入丝毫不影响状态估计均方误差的传播（以及增益的计算）。 

5 Kalman 滤波举例 

【例 5.2-1】设有一维线性定常系统 

1 1k k k

k k k

X X W

Z X V

   


 

 

其中：
kW 和

kV 均为零均值白噪声、方差分别为 0Q  和 0R  ，且两者间互不相关，试分析该系统的

Kalman 滤波结果。 

解：根据 Kalman 滤波方程（5.2-29），得 

/ 1 1
ˆ ˆ

k k kX X                                      （1） 

2

/ 1 1k k kP P Q                                    （2） 

2

/ 1 1

2

/ 1 1

k k k
k

k k k

P P Q
K

P R P Q R




 

 


 

  
                           （3） 

/ 1 / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (1 )k k k k k k k k k k k kX X K Z X K X K Z                         （4） 

/ 1
/ 1 / 1

/ 1

(1 ) (1 )k k
k k k k k k k

k k

P
P K P P RK

P R


 



    


                   （5） 

不难看出，在式（3）中增益
kK 的取值范围为 (0,1)。式（5）显示，状态估计 ˆ

kX 是一步预测
/ 1

ˆ
k kX 

与量

测
kZ 的加权平均。若系统噪声Q越大（即表示使用状态方程作状态预测的可信度不高），则式（3）中增

益
kK 越大，将导致式（4）中对状态预测

/ 1
ˆ

k kX 
的利用率降低，相对而言对量测

kZ 的利用率就提高了；

反之，若系统噪声Q越小，则在式（4）中将会提高状态预测
/ 1

ˆ
k kX 

的利用率，相应减小量测
kZ 的利用

率。若量测噪声R 越大（即表示量测信息可信度不高），则式（3）中增益
kK 越小，将导致式（4）中对

量测
kZ 的利用率降低，相应地对状态预测

/ 1
ˆ

k kX 
的利用率就提高了；反之亦然。由此可见，Kalman 滤

波根据状态噪声和量测噪声的大小，自动调节状态方程信息和量测方程信息的利用率，从而对当前状态
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做出最合理的估计。 

特别地，当
0 1Q R P     时，

/ 1k kP 
、

kP 和
kK 的 Kalman 滤波变化曲线如图 5.2-4 所示。由图可

见，随着滤波步数 k 的增大，滤波增益
kK （或滤波误差

kP ）逐渐减小，这意味着滤波刚开始对状态的估

计更依赖于量测，之后滤波精度不断提高，状态预测的可信度得到了加强，量测的作用相对减弱了。“锯

齿”形实线表明，在同一时刻的状态估计误差
kP 总是小于预测误差

/ 1k kP 
，这正体现了量测对状态预测的

修正作用，或者说后验状态的估计精度优于先验估计。 

 
图 5.2-4  

5.3 连续时间随机系统的离散化与连续时间 Kalman 滤波 

实际应用中给出的随机系统模型多数是连续型的，为了进行计算机仿真和滤波估计，需要对连续时

间系统进行离散化。 

1 系统方程的离散化 

对于连续时间线性随机系统（或线性随机微分方程）： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t X F X G w                           （5.3-1） 

式中： ( ), ( )t tF G 是关于时间参数 t的确定性矩阵函数；而 )(tw 是零均值的高斯白噪声向量，它满足如下

统计特性： 
TE[ ( )] 0, E[ ( ) ( )] ( )δ( )t t t t   w w w q                     （5.3-2） 

其中： ( )tq 是白噪声的方差强度矩阵，一般为非负定的常值矩阵；δ( )t 是狄拉克冲激函数。特别注意，

对于单位冲激时间信号δ( )t ，由于其在整个时间轴上的积分为 1（无量纲单位），因而δ( )t 的幅值单位为

1/s， ( )tq 的量纲单位与功率谱密度的单位一致，实际上 ( )tq 反映的正是噪声 )(tw 的功率谱强度（比如当

)(tw 为标量时，单位假设为U ，则称 ( )tq 为噪声系数，单位为U/ Hz ）。 

根据线性系统理论，式（5.3-1）的离散化形式为 

/ 1 1 1k k k k k   X Φ X η                               （5.3-3） 

其中 

( )k ktX X                                   （5.3-4） 

1
( )d

/ 1 1( , ) e
tk
t
k

k k k kt t
 




  
F

Φ Φ                          （5.3-5） 

1
1 ( , ) ( ) ( )d

k

k

t

k k
t

t    


  η Φ G w                         （5.3-6） 

记离散化时间间隔
1 kks ttT ，当 ( )tF 在较短的积分区间 ],[ 1 kk tt 

内变化不太剧烈时，且设

1( )k st T F I ，则一步转移矩阵式（5.3-5）可近似为 

1

2 3
( ) 2 3

/ 1 1 1 1 1e ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

k st T s s
k k k s k k k s

T T
t T t t t T

           
F

Φ I F F F I F      （5.3-7） 
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式（5.3-6）表明
1kη 是关于高斯白噪声 )(w 的线性变换，其结果仍是正态分布的随机向量函数，

因而可使用一、二阶统计特征来描述和等效
1kη 。以下详细分析

1kη 的一阶和二阶统计特征。 

首先是均值，不难得出下式： 

1 1
1E[ ] E ( , ) ( ) ( )d ( , ) ( )E[ ( )]d

k k

k k

t t

k k k
t t

t t       
 


   
   η Φ G w Φ G w 0         （5.3-8） 

其次，对于二阶统计特征，当 jk  时
1kη 和

1jη 的被积函数——噪声 )( kw 和 )( jw 之间的时间参数

互不重叠，因此
1kη 和

1jη 之间必然是不相关的，即有 
T

1 1E[ ] ,k j k j   η η 0  

而当 jk  时，有 

1 1

1 1

1 1

T
T

1 1

T T T

T T T

E[ ] E ( , ) ( ) ( )d ( , ) ( ) ( )d

E ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )d d

( , ) ( ) E ( ) ( ) ( ) ( , )d d

( , )

k k

k k

k k

k k

k k

k k

t t

k k k k
t t

t t

k k
t t

t t

k k
t t

k

t t s s s s

t s s t s s

t s s t s s

t

   

   

   



 

 

 

 

       

 
  

   



 

 

 

η η Φ G w Φ G w

Φ G w w G Φ

Φ G w w G Φ

Φ
1 1

1

T T

T T

( ) ( )δ( ) ( ) ( , )d d

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )d

k k

k k

k

k

t t

k
t t

t

k k
t

s s t s s

t t

   

     

 







 



G q G Φ

Φ G q G Φ

 

再假设噪声分配矩阵 ( )G 在区间 ],[ 1 kk tt 
内变化也比较平缓，继续推导上式，有 

   
1

1 1

1

TT T

1 1 1 1 1 1 1

T T T

1 1 1 1 1 1 1

T

1 1 1 1

E[ ] ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) d

( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )( )d

( ) ( ) ( ) ( )( )d

k

k

k k

k k

k

k

t

k k k k k k k k k
t

t t

k k k k k k k k
t t

t

k k k k k
t

t t t t t t t

t t t t t t t t

t t t t t

  

  

 



 



      

      

   

    

  

  



 



η η I F G q G I F

G q G G q G F

F G q G F
1

T T 2

1 1 1 1 1

T T T 2

1 1 1 1 1 1 1

T 2 T T 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) d

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

1
(

2

k

k

t

k k k k k k
t

k k k s k k k k s

k k k k s k k k k k s

k

t t t t t t

t t t T t t t t T

t t t t T t t t t t T

t

 


    

      

        



 

 

 

 G q G F

G q G G q G F

F G q G F G q G F

I F

 

T

T

1 1 1 1 1

T T 3

1 1 1 1 1

T

1 1 1 1 1

1
) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

s k k k s k s

k k k k k s

k s k k s k s k

T t t t T t T

t t t t t T

t T t t T t T t

    

    

    

   
       

   



      
          

      

G q G I F

F G q G F

I F G q I F G

 （5.3-9） 

当满足 IA  sk Tt )( 1
时，式（5.3-9）还可进一步近似为 

 T T

1 1 1 1 1E[ ] ( ) ( ) ( )k k k k s kt t T t      η η G q G                      （5.3-10） 

因此，若令
1 1 1k k k  η Γ W ，则连续时间随机系统式（5.3-1）可进行如下近似离散化等效： 

/ 1 1 1 1k k k k k k    X Φ X Γ W                        （5.3-11） 

其中 

1( )

/ 1 1e ( )k st T

k k k st T

   
F

Φ I F  

1 1 1 1

1
( ) ( ) ( )

2
k k s k kt T t t   

 
   
 

Γ I F G G  

 T

1E[ ] , E[ ] δ ( ) δk k j k kj k s kjt T  W W W Q q0  

注意到
1( )k k st TQ q ，它与等效噪声

1kη （或
kW ）方差的量纲单位一致。 
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下面直接给出几种典型的连续时间随机过程及其离散化结果，供应用时参考。 

（1）一阶马尔可夫过程 

连续时间一阶马尔可夫过程表示为 

( ) ( ) ( )X t X t w t                             （5.3-12） 

其 中 ， ),0(  称 为 反 相 关 时 间 常 数 ， )(tw 为 激 励 高 斯 白 噪 声 且 由 E[ ( )] 0w t  和

TE[ ( ) ( )] δ( )w t w q t   。在满足离散化条件
sT  下，式（5.3-12）等效离散化为 

1 1 1k k kX a X W                               （5.3-13） 

其中 

1 1 sa T  ， TE[ ] 0, E[ ] δk k j s kjW W W qT   

（2）二阶马尔可夫过程 

连续时间一阶马尔可夫过程表示为 
2( ) 2 ( ) ( ) ( )X t X t X t w t                           （5.3-14） 

其中， 和 )(tw 含义同一阶马尔可夫过程。式（5.3-14）中含有二阶微分，须先将其转化为仅含一阶微

分的二维状态方程，再进行离散化，最终结果为 

1 1 2 2 2k k k kX a X a X W                             （5.3-15） 

其中 
2

1 22(1 ), (1 )s sa T a T      ，  T 3E[ ] 0, E[ ] δk k j s kjW W W qT   

（3）随机游走 

连续时间随机游走（维纳过程或布朗运动）表示为 

( ) ( )X t w t                                 （5.3-16） 

其中， )(tw 为激励高斯白噪声且由E[ ( )] 0w t  和 TE[ ( ) ( )] δ( )w t w q t   ，上式可等效离散化为 

1 1k k kX X W                                 （5.3-17） 

其中 
TE[ ] 0, E[ ] δk k j s kjW W W qT   

（4）随机常值 

连续时间随机常值过程表示为 

( ) 0X t                                 （5.3-18） 

上式可等效离散化为 

0kX X                                （5.3-19） 

事实上，随机游走式（5.3-16）可以看作是一阶马尔可夫过程式（5.3-12）在 0  时的特殊情形；

而随机常值过程式（5.3-18）是随机游走式（5.3-16）在噪声强度 0q  时的特殊情形。 

2 量测方程的离散化 

暂且考虑如下简单的状态空间模型 

( ) 0

( ) ( ) ( )

X t

Z t X t v t

 


 

   其中  TE[ ( )] 0, E[ ( ) ( )] δ( )v t v t v r t         （5.3-20） 

显然，该系统的状态 ( )X t 为随机常值，简记为
tX ； ( )v t 为零均值白噪声，则量测 ( )Z t 也是白噪声，只是

均值始终为 ( ) tX t X 。 

假设离散化间隔为
sT ，系统（5.3-20）的量测方程可等效离散化为 

k t kZ X V     其中  TE[ ] 0, E[ ] δk k j Ts kjV V V R              （5.3-21） 

方差
TsR 是同时与连续测量噪声参数 r 和离散化隔

sT 都有关的，下面说明它的计算方法。 

如果在时间区间[0, ]T 内进行了m 次离散化（ / sm T T ），则根据式（5.3-21），在[0, ]T 内由所有量
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测
kZ 估计常值状态

tX 的公式为 

1

1ˆ m

T kk
X Z

m 
                                （5.3-22） 

其实上式即为等加权平均公式，不难求得估计 ˆ
TX 的均值和均方误差，分别如下 

1

1ˆE[ ] E[ ]
m

T k Tk
X Z X

m 
                         （5.3-23a） 

T T

2 1

1ˆ ˆE ( )( ) E[ ]
m Ts Ts s

T T T T T k kk

R R T
P X X X X Z Z

m m T
      
            （5.3-23b） 

在式（5.3-23b）中，原则上T 时刻的均方误差
TP 应当与噪声参数 r 成正比，且应当与离散化间隔

sT 无关，

此外，当 0sT  （即m）时均方误差
TP 应不为 0 才有讨论意义，由此可令离散化噪声参数 

Ts

s

r
R

T
                                 （5.3-24） 

这便是离散化噪声参数
TsR 与连续噪声参数之间的关系式，它与连续时间噪声参数 r 成正比，同时与采样

间隔
sT 成反比，

TsR 可以看作是 r 在时间间隔
sT 内的平均效果。将式（5.3-24）代入式（5.3-23b）有 

Tˆ ˆE ( )( )T T T T T

r
P X X X X

T
    
 

                      （5.3-25） 

这时，
TP 与离散化时间间隔无关。虽然式（5.3-24）显示，离散化时间间隔

sT 越小，离散化量测噪声
TsR

就越大，但是在总时间区间[0, ]T 内将离散化得到越多的量测值，因而由所有量测构造的估计误差会保持

不变，结果均为式（5.3-25）。 

对于一般的量测方程 

( ) ( ) ( ) ( )t t t t Z H X v    其中  TE[ ( )] , E[ ( ) ( )] ( )δ( )t t t t   v v v r0      （5.3-26） 

基于离散噪声视为连续噪声的时间平均的思路，将上式在离散化间隔
1[ , ]k kt t

内取平均，记为 

1 1

1 1

1 1
( )d ( ) ( ) ( )d

1 1
( ) ( )d ( )d

k k

k k

k k

k k

t t

t t
s s

t t

t t
s s

t t t t t t
T T

t t t t t
T T

 

 

 

 

 

 

Z H X v

H X v

               （5.3-27） 

当 ( )tZ 变化平缓时，近似有
1

1
( )d ( )

k

k

t

k
t

s

t t t
T 

 Z Z ，可简记为
kZ ；当 ( ) ( )t tH X 也变化平缓时，近似有

1

1
( ) ( )d ( ) ( )

k

k

t

k k
t

s

t t t t t
T 

 H X H X ，可简记为
k kH X ；再简记

1

1
( )d

k

k

t

k
t

s

t t
T 

 V v ，则式（5.3-27）化为 

k k k k Z H X V                              （5.3-28） 

其中 

1

1
E[ ] E ( )d

k

k

t

k
t

s

t t
T 

 
  

 
V v 0                       （5.3-29a） 

1 1

1 1 1

T

T

T

2 2

1 1
E[ ] E ( )d ( )d

( )1 1
( ) ( )d d ( )δ d δ δ

k j

k j

k j k

k j k

t t

k j
t t

s s

t t t
k

kj kj k kj
t t t

s s s

t t t t
T T

t
t t t t

T T T
 

 

  



   
    
    

   

 

  

V V v v

r
v v r R

    （5.3-29b） 

从上述分析可以看出连续量测方程的离散化，本质上是在离散化间隔内作平均处理。在离散化间隔内假

设 ( ) ( )t tH X （或 ( )tr ）变化平缓，其变化越平缓则离散化近似程度就越高；如果 ( ) ( )t tH X （或 ( )tr ）变

化比较剧烈，则应当采用较短的离散化时间间隔。 

在实际应用中，大多数系统的量测方程是以离散形式直接给出的，无需再进行离散化处理。值得一

提的是，如果在一定量测频率范围内量测噪声的方差大小基本不变，则选用较高的量测频率对提高滤波
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估计精度是有益的；另一方面，如果系统状态变化比较平缓，为了减小量测更新频率和计算量，则可将

相继多次量测作平均处理，并相应减少量测噪声参数，利用平均量测进行滤波量测更新与进行多次量测

更新是基本等效的。 

3 连续时间卡尔曼滤波方程 

随着数字计算机的广泛应用，Kalman 滤波一般采用离散化算法；连续时间 Kalman 滤波不具有递

推性，在解决实际问题中并不多见，但从数学角度上看，研究其推导方法和结果仍具有比较重要的理论

意义。推导连续时间 Kalman 滤波方程的方法很多，以下采用离散滤波周期取极限（
1 0k kt t   ）的方

法进行推导，过程直观易懂。 

给定如下连续时间随机系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t

t t t t

  


 

X F X G w

Z H X v
                          （5.3-30） 

其中 
T

T

T

E[ ( )] , E[ ( ) ( )] ( )δ( )

E[ ( )] , E[ ( ) ( )] ( )δ( )

E[ ( ) ( )]

t t t t

t t t t

t

 

 



   


  




w w w q

v v v r

w v

0

0

0

 

( )tq 是非负定对称阵， ( )tr 是正定对称阵。 

这里通过将离散 Kalman 滤波公式取极限的方法推导连续时间 Kalman 滤波公式，为此，重新列写

离散时间系统的 Kalman 滤波方程如下 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X                             （5.3-31a） 

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ                    （5.3-31b） 

T 1

k k k k

K P H R                               （5.3-31c） 

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X                      （5.3-31d） 

/ 1( )k k k k k P I K H P                           （5.3-31e） 

首先，将量测噪声关系式 ( ) /k k st TR r 代入增益矩阵（5.3-31c），可得 

1

T 1 T T 1( )
( )k

k k k k k k s k k k

s

t
T t

T



  
   

 

r
K P H R P H P H r                 （5.3-32） 

将上式两边同时除以离散化间隔
sT ，并取极限 0sT  ，记为 

T 1 T 1

0 0
( ) lim lim ( ) ( ) ( ) ( )

s s

k
k k k

T T
s

t t t t t
T

 

 
  

K
K P H r P H r                （5.3-33） 

式中，下标 k 的含义为时间
k st kT ，当 0sT  时有

skT t 。 

其次，将式（ 5.3-31a）代入式（ 5.3-31d），并考虑到一步转移矩阵的一阶近似关系式

/ 1 1( )k k k st T  Φ I F ，可得 

    
/ 1 1 / 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

k k k k k k k k k k

k s k k k k k s k

k k k s k k k k k k k s

t T t T

t T t T

   

   

     

  

    

     
 

X Φ X K Z H Φ X

I F X K Z H I F X

X F X K Z H X H F X

            （5.3-34） 

将上式右端第一项移到左端，再两边同时除以
sT ，取极限，记为 

1
1 1 1 1 1

0 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) lim lim ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s s

k k k
k k k k k k k k s

T T
s s

t t t T
T T

t t t t t t


    

 


     
 

   
 

X X K
X F X Z H X H F X

F X K Z H X

      （5.3-35） 
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最后，将式（5.3-31b）代入式（5.3-31e），并考虑到关系式
/ 1 1( )k k k st T  Φ I F 、

1 1( )k kt Γ G 和

1 1( )k k st T Q q ，可得 

    
 

T T

/ 1 1 / 1 1 1 1

T T

1 1 1 1 1 1

T T 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k k k k k k

k k k s k k s k k s k

k k k s k k s k k k s s k k k s

t T t T t t T t

t T t T t t t T O T O T

     

     

        

  

      

      

P I K H Φ P Φ Γ Q Γ

I K H I F P I F G q G

P F P P F G q G K H P

（5.3-36） 

其中， ( )O  表示可忽略的高阶小量。将上式右端第一项移到左端，再两边同时除以
sT ，取极限，记为 

T T1
1 1 1 1 1 1 1 1

0 0

T T

T T 1 T

( ) lim lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s s

k k k
k k k k k k k k k

T T
s s

t t t t t t
T T

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t


       

 




    

   

   

P P K
P F P P F G q G H P

F P P F G q G K H P

F P P F P H r H P G q G

   （5.3-37） 

这是一个关于均方误差矩阵 ( )tP 的二阶非线性微分方程，通常称为黎卡蒂（Riccati）方程，它的解能够

表示为两个方阵的乘积形式，如下： 
1( ) ( ) ( )t t tP Y D                             （5.3-38） 

其中，方阵 ( )tY 和 ( )tD 满足如下线性矩阵微分方程组 

T

T 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tt t t t t

tt t t t t

     
     

     

YY F G q G

DD H r H F
               （5.3-39） 

初始条件为
0 0( ) ( )t tY P 且

0( )t D I 。以下验证式（5.3-39）的解满足 Riccati 方程。 

将式（5.3-38）两边同时右乘 ( )tD ，得 

( ) ( ) ( )t t tY P D                              （5.3-40） 

由式（5.3-39）可得 ( )tD 的表达式如下 

T 1

T 1

T 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t







 

 

   

D H r H Y F D

H r H P D F D

H r H P F D

               （5.3-41） 

若将上式中 T 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t  H r H P F 视为状态 ( )tD 的系统矩阵，则根据控制理论知识可知与该系统

矩阵对应的状态转移矩阵（记为
0( , )t tΦ ）是可逆的，考虑到初值

0( )t D I ，从而
0 0( ) ( , ) ( )t t t tD Φ D 也

是可逆的。 

对式（5.3-40）两边同时微分，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t Y P D P D                         （5.3-42） 

上式两边同时右乘 1( )t
D ，移项并将式（5.3-39）代入，可得 

1 1

T 1 T 1 1

1 T T 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t

t t t t

 

  

  

 

         

   

 

P Y D P D D

F Y G q G D D P H r H Y F D D

F Y D G q G P H r H Y D P F

F P G q G
T T 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t P H r H P P F

（5.3-43） 

这与式（5.3-37）完全一致，验证成立。式（5.3-38）和（5.3-39）将非线性 Riccati 微分方程的求解问

题简化成了两个线性矩阵微分方程的联立求解，具有极大便利，但是，即便如此，对于一般的时变系统，

求解方程（5.3-39）往往还是十分困难的，不一定存在初等解（只能是毕卡级数解）。 

最后，总结连续时间系统的 Kalman 滤波公式，如下 
T 1( ) ( ) ( ) ( )t t t tK P H r                           （5.3-44a） 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t   
 

X F X K Z H X                 （5.3-44b） 
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T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t t t   P F P P F K r K G q G         （5.3-44c） 

理论上，滤波初值选取为
0 0

ˆ ( ) E[ ( )]t tX X 、
0 0( ) Var[ ( )]t tP X 。滤波系统框图（滤波回路）如图 5.3-1

所示。 

 1

s

 ( )tF

 ( )tH

 ( )tK
 ( )tZ  ˆ ( )tX

 ˆ ( )tX

 

图 5.3-1  连续时间 Kalman 滤波框图（滤波回路） 

连续时间 Kalman 滤波器也称为 Kalman-Bucy 滤波器，它是由 Kalman 和 Richard Bucy 合作共同

推导完成的（1961 年）。 

5.4 噪声相关条件下的 Kalman 滤波 

式（5.2-2）是 Kalman 滤波对状态空间模型噪声的基本要求，但是，如果所建模型中噪声不满足这

一要求，即当系统噪声与量测噪声之间存在相关性，或者两者不是白噪声时，则需要通过一定的技术处

理，使满足基本要求。下面逐一予以介绍。 

1 系统噪声与量测噪声相关 

随机系统状态空间模型见式（5.2-1），重写如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                      （5.4-1） 

但是，假设其中系统噪声与量测噪声之间是相关的，即 
T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] δ

k k j k kj

k k l k kj

k j k kj

  


 




W W W Q

V V V R

W V S

0

0                    （5.4-2） 

由系统量测方程可构造恒等式 

1 1 1 1 1( )k k k k k      J Z H X V0                       （5.4-3） 

其中
1kJ 为任一系数矩阵，将式（5.4-3）添加到系统状态方程中，整理得 

/ 1 1 1 1 1 1 1 1 1

/ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

* *

/ 1 1 1 1 1

( )

( ) ( )

k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

k k k k k k

        

         

    

    

    

  

X Φ X Γ W J Z H X V

Φ J H X J Z Γ W J V

Φ X J Z W

          （5.4-4） 

这里记 
*

/ 1 / 1 1 1k k k k k k    Φ Φ J H                          （5.4-5） 

*

1 1 1 1 1k k k k k     W Γ W J V                          （5.4-6） 

现计算噪声 *

kW 的均值、方差阵以及 *

kW 与
kV 之间的协方差阵，如下 

*

1 1 1 1E[ ] E[ ]k k k k k     W Γ W J V 0                        （5.4-7） 

* * T T T T T TE ( ) ( )δk j k k k k k k k k k k k k kj
      W W Γ Q Γ J R J Γ S J J S Γ           （5.4-8） 

* TE[ ] ( )δk j k k k k kj W V Γ S J R                         （5.4-9） 

易知，如果在式（5.4-9）中令
k k k k Γ S J R 0，即令系数矩阵 

1

k k k k

J Γ S R                               （5.4-10） 

则式（5.4-9）恰好等于零，这表明 *

kW 与
kV 之间不相关。再将式（5.4-10）代入式（5.4-8），得 
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* * T T T T

T 1 T T

T T

E ( ) ( )δ

( )δ

( )δ

k j k k k k k k kj

k k k k k k k k kj

k k k k k k kj



    

 

 

W W Γ Q Γ J S Γ

Γ Q Γ J R R S Γ

Γ Q Γ J R J

                  （5.4-11） 

可简记 
* T T

k k k k k k k Q Γ Q Γ J R J                         （5.4-12） 

至此，状态空间模型式（5.4-1）转化为 
* *

/ 1 1 1 1 1k k k k k k k

k k k k

    
   


 

X Φ X J Z W

Z H X V
                   （5.4-13） 

其中 
* * * T *

T

* T

E[ ] , E ( ) δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

    
 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

                 （5.4-14） 

这正好消除了系统噪声和量测噪声之间的相关性，参考带确定性输入的 Kalman 滤波方程（5.2-38），可

得针对式（5.4-13）的滤波方程，重新整理如下 

*

/ 1 / 1 1 1 1

* * T *

/ 1 / 1 1 / 1 1

T T 1

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ

( )

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

    

    



 

 



  


 


 


  
  


X Φ X J Z

P Φ P Φ Q

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

                  （5.4-15） 

其中， 1

1 1 1 1k k k k



   J Γ S R 、 *

/ 1 / 1 1 1k k k k k k    Φ Φ J H 、 * T T

1 1 1 1 1 1 1k k k k k k k       Q Γ Q Γ J R J 。 

显然，当协方差阵
1k S 0时有

1k J 0，此时式（5.4-15）与常规 Kalman 滤波方程完全一样。值

得指出的是，在 1k  时刻，滤波公式（5.4-15）中需要利用到
0S 、

0R 、
0H 和

0Z 的值，而在常规滤波

中并不需要这些值。 

2 系统噪声为有色噪声 

系统状态空间模型在形式上同式（5.2-1），亦重写如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                      （5.4-16） 

上式中系统噪声
kW 是零均值噪声，量测噪声

kV 是零均值白噪声，且
kW 和

kV 之间不相关。注意，这里在

系统噪声向量
kW 中仅有一部分分量是白噪声，而剩余其它分量为有色噪声，假设

kW 可分离为两部分不

相关的噪声
,w kW 和

c,kW ，即对
k kΓ W 可作如下分解 

,

w,k

k k w k c,k

c,k

 
    

 

W
Γ W Γ Γ

W
                        （5.4-17） 

其中白噪声 
T T

, , ,E[ ] δ , E[ ]w,k w j w k kj w,k c j W W Q W W 0                 （5.4-18） 

而假设有色噪声
c,kW 可表示成有限维状态方程的形式 

11 12
1 1/ 1 / 1

21 22
1 1/ 1 / 1

c,k c,k kk k k k

c,k c,k kk k k k

  

  

      
              

W W ζΠ Π

W W ζΠ Π
                  （5.4-19） 

其中 1

1

k

k





 
  

ζ

ζ
是零均值白噪声，即 
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T

,

,

E , E δ
j c kk k

kj

j c kk k

         
                       

ζ Qζ ζ

ζ Qζ ζ

0
0

0
               （5.4-20） 

实际应用中，有色噪声一般总可以使用AR( )p 模型（即时间序列 p 阶自回归模型）进行近似，因

而式（5.4-19）具有较强的普遍性。 

将式（5.4-17）和（5.4-19）代入式（5.4-16），可整理成如下形式 

 

/ 1 , 1 1 1 1

11 12

, / 1 / 1 / 1 / 1 , 1 1

21 22

, / 1 / 1 / 1 / 1 , 1 1

,

,

k k k c k k w,k w,k

c k k k k k k k k k c k k

c k k k k k k k k k c k k

k

k k c k

c k

    

     

     

        
        

         
                  

 


 
 

X Φ Γ X Γ W

W Π Π W I ζ

W Π Π W I ζ

X

Z H W

W

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 k









 
 

V

    （5.4-21） 

这表明，若将噪声状态
c,kW 和

c,k
W 都列入状态构成增广状态，即分别记 

 

/ 1 , 1

11 12

, / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

21 22

, / 1 / 1 / 1 / 1

, ,

, ,

k k k c k

a a

k c k k k k k k k k k k k

c k k k k k k k k k

w,k w,k

a a a

k k k k k

k

 

    

   

   
   

    
     

   
   

  
   

      

X Φ Γ

X W Φ Π Π

W Π Π

Γ W

Γ I W ζ H H

I ζ

0

0

0

0 0

0 0 0 0

0 0

 

则式（5.4-21）可简写为 

/ 1 1 1 1

a a a a a

k k k k k k

a a

k k k k

   
  


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                      （5.4-22） 

由于噪声
kW 与

kV 之间不相关，则 a

kW 与
kV 之间也是不相关的，所以有 

T

, , ,

T

T

E[ ] , E ( ) δ diag[ ]δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

a a a

k k j k kj w k c k c k kj

k k j k kj

a

j k

     
 




a
W W W Q Q Q Q

V V V R

W V

0

0

0

      （5.4-23） 

式（5.4-23）满足 Kalman 滤波关于噪声的基本假设，从而不难得出增广状态 a

kX 的滤波公式，这里不再

详述。 

3 量测噪声为有色噪声 

同样，系统状态空间模型重写如下：  

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                      （5.4-24） 

上式中，系统噪声
kW 是零均值白噪声，量测噪声

kV 是零均值噪声，且
kW 和

kV 之间不相关。注意，这里

在
kV 中仅有一部分分量是白噪声，而剩余其它分量为有色噪声。以下介绍两种将量测有色噪声白化的方

法。 

（1）状态增广法 

假设
kV 可分离为两部分不相关的白噪声

,w kV 和有色噪声
c,kV ，即对

kV 可作如下分解 

, ,

w,k

k w k c k

c,k

 
    

 

V
V Θ Θ

V
                          （5.4-25） 

其中白噪声 
T T

, , , , ,E[ ] δ , E[ ]w k w j w k kj w k c j V V R V V 0                    （5.4-26） 
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而假设有色噪声
c,kV 可表示成有限维状态方程的形式 

11 12
, , 1 1, / 1 , / 1

21 22
, , 1 1, / 1 , / 1

c k c k kc k k c k k

c k c k kc k k c k k

  

  

      
              

V V ςΨ Ψ

V V ςΨ Ψ
                 （5.4-27） 

其中 1

1

k

k





 
  

ς

ς
是零均值白噪声，即 

T

,

,

E , E δ
c kk k k

kj

c kk k k

         
                        

Rς ς ς

Rς ς ς

0
0

0
              （5.4-28） 

将式（5.4-25）和式（5.4-27）代入量测方程，得 
11 12

, , , , / 1 , 1 , / 1 , 1 1

11 12

, , / 1 , , / 1 , 1 , , , 1

, 1

( )

( )

k k k w k w k c k c k k c k c k k c k k

k

k c k c k k c k c k k c k w k w k c k k

c k

    

   



    

 
 

      
  

Z H X Θ V Θ Ψ V Ψ V ς

X

H Θ Ψ Θ Ψ V Θ V Θ ς

V

          （5.4-29） 

因此，如果将噪声状态
, 1c kV 和

, 1c k
V 都增广为状态，对应的状态方程为 

1 / 1 1 1 1

11 12

, 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 2 2

21 22

, 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 2 2

k k k k k k

c k c k k c k k c k k

c k c k k c k k c k k

    

      

      

         
         

          
                  

X Φ X Γ W

V Ψ Ψ V I ς

V Ψ Ψ V I ς

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

       （5.4-30） 

式（5.4-30）和式（5.4-29）构成的状态空间模型，可简记为 

/ 1 1 1 1

a a a a a

k k k k k k

a a a

k k k k

   
  


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                       （5.4-31） 

这里有 

1 / 1

11 12

, 1 / 1 , 1/ 2 , 1/ 2 1

21 22

, 1 , 1/ 2 , 1/ 2 1

11 12

, , / 1 , , / 1

, , , ,

,

k k k k k

a a a a

k c k k k c k k c k k k k k

c k c k k c k k k

a

k k c k c k k c k c k k

 

      

     

 

       
       

          
             

   

X Φ Γ W

X V Φ Ψ Ψ Γ I W ς

V Ψ Ψ I ς

H H Θ Ψ Θ Ψ V

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

, , , 1

a

k w k w k c k k Θ V Θ ς

 

且 

T

, 1 , 1

T T T

, , , , , 1 ,

T
T T T

, 1 ,

E[ ] , E ( ) diag[ ]δ

E[ ] , E ( ) ( )δ

E ( ) ( ) δ

a a a

k k j k c k c k kj

a a a

k k j w k w k w k c k c k c k kj

a a

k j c k c k kj

 





    


     


       

W W W Q R R

V V V Θ R Θ Θ R Θ

W V R Θ

0

0

0 0

         （5.4-32） 

由于增广系统的状态噪声 a

kW 与量测噪声 a

kV 相关，后续可参考本节第一种情况的滤波处理方法，具

体过程不在赘述。 

（2）量测求差法 

如果量测有色噪声
kV 可以表示为如下形式 

/ 1 1 1k k k k k   V ψ V ξ                            （5.4-33） 

其中
1kξ 是零均值白噪声，即 

T

,E[ ] , E[ ] δk k j k kj ξ ξ ξ R0                       （5.4-34） 

应当说明的是，有色噪声中只有一阶马尔可夫过程才可能表示成式（5.4-33）形式，因而理论上这种处

理方法的适用范围较窄。 

利用量测方程，将相连前后时刻的量测按以下方式求差并展开，得 

/ 1 1 / 1 1 1 1 / 1 1 1 / 1 1 1 1

/ 1 / 1 1 1 1 1 1

[ ( ) ( )] ( )

( ) ( )

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

            

      

      

   

Z ψ Z H Φ X Γ W ψ V ξ ψ H X V

H Φ ψ H X H Γ W ξ
 （5.4-35） 
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如果记 
*

/ 1 1k k k k k  Z Z ψ Z ， *

/ 1 / 1 1k k k k k k k   H H Φ ψ H ， *

1 1 1k k k k k   V H Γ W ξ ， 

* * * *

1 / 1 1/ 2 1 1, , ,k k k k k k k k k k        X X Φ Φ Γ Γ W W  

则有 
* * * * *

/ 1 1 1 1

* * * *

k k k k k k

k k k k

   
  


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                        （5.4-36） 

其中 
* * * T

1

* * * T T T

1 1 1 , 1

* * T T T

1 1

E[ ] , E[ ( ) ] δ

E[ ] , E[ ( ) ] ( )δ

E[ ( ) ] δ

k k j k kj

k k j k k k k k k kj

k j k k k kj





   

 

  


  




W W W Q

V V V H Γ Q Γ H R

W V Q Γ H

0

0          （5.4-37） 

这里状态噪声 *

kW 与量测噪声 *

kV 相关，也需按第一节的方法进行处理。 

值得注意的是，在方法（2）中利用 k 时刻量测
kZ 滤波获得的是状态在 1k  时刻的估计

1
ˆ

kX 。方法

（2）与方法（1）相比的优点是有利于减小滤波器的维数，降低计算量。（
/ 1 0k k ψ 平滑作用？） 

5.5 序贯滤波 

随机状态空间模型同式（5.2-1）和式（5.2-2），为方便参考重写如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
   其中    

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

      （5.5-1） 

但是，这里假设在 k 时刻量测方程可以分解成如下N 组： 
(1) (1) (1)

(2) (2) (2)

( ) ( ) ( )

k k k

k k k

k

N N N

k k k

     
     
      
     
     
          

Z H V

Z H V
X

Z H V

                          （5.5-2） 

且噪声 ( )i

kV 与 ( )

k

j
V （ i j ）之间互不相关，这时量测噪声方差阵可写为分块对角阵形式，即 

(1)

(2)

( )

k

k

k

N

k

 
 
 
 
 
  

R

R
R

R

                         （5.5-3） 

针对该特殊系统，除了采用常规 Kalman 滤波公式（5.2-29）外，还可以采用所谓的序贯滤波方法

（Sequential Kalman Filter），其滤波过程如图 5.5-1 所示。 
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/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ

kZ

0X̂ 0P

1kQ

ˆ
kX

kP
/ 1

ˆ ˆ
k k kX X

/ 1k k kP P

(1) (0) (1) (1) (1) (0)ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k  X X K Z H X

(1) (1) (1) (0)( )k k k k P I K H P

(1) (0) (1) T (1) (0) (1) T (1) 1( ) [ ( ) )]k k k k k k k

 K P H H P H R

(0) (0)

/ 1 / 1
ˆ ˆ ,k k k k k k  X X P P

(1) (1),k kZ R

1k k 

 ( ) ( ),N N

k kZ R

 
( ) ( ) ( ) T ( 1)( )N N N N

k k k k

 P I K H P

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)ˆ ˆ ˆ( )N N N N N N

k k k k k k

   X X K Z H X

 
( ) ( 1) ( ) T ( ) ( 1) ( ) T ( ) 1( ) [ ( ) ]N N N N N N N

k k k k k k k

   K P H H P H R

 ( ) ( )ˆ ˆ ,N N

k k k k X X P P

 
图 5.5-1 序贯滤波更新过程 

比较图 5.5-1 与常规 Kalman 滤波图 5.2-1 可以看出，序贯滤波的主要不同之处在于量测更新，它将

量测更新分解为N 个子量测更新， k 时刻的所有子量测更新等效于是在初值 (0)

/ 1
ˆ ˆ

k k kX X 和 (0)

/ 1k k kP P

条件下进行了N 次递推最小二乘估计，最后结果作为 Kalman 滤波的估计输出。若视为递推最小二乘法，

图 5.5-1 中的每个子量测更新公式可等价表示为 
( ) 1 ( 1) 1 ( ) T ( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) ( )i i i i i

k k k k k

    P P H R H                        （5.5-4） 

( ) 1 ( ) ( 1) 1 ( 1) ( ) T ( ) 1 ( )ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i

k k k k k k k

     P X P X H R Z                   （5.5-5） 

其中，式（5.5-5）可由式（5.1-10）的第二等号直接推得。 

理论上序贯滤波与常规滤波结果是等价的，下面证明在序贯滤波中当所有子量测更新完成之后，有

( )ˆ ˆ= N

k kX X 和 ( )N

k kP P 成立。 

首先证明 ( )N

k kP P 。在常规滤波中有 
1 1 T 1

/ 1

1
(1) (1)

1 (1) T ( ) T

/ 1

( ) ( )

1 (1) T (1) 1 (1) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k

k k

N

k k k k

N N

k k

N N N

k k k k k k k k

  









  



 

   
   

       
   
   

   

P P H R H

R H

P H H

R H

P H R H H R H

            （5.5-6） 

而根据式（5.5-4），在序贯滤波中有 
( ) 1 ( 1) 1 ( ) T ( ) 1 ( )

( 2) 1 ( 1) T ( 1) 1 ( 1) ( ) T ( ) 1 ( )

(0) 1 (1) T (1) 1 (1) ( ) T ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N N N N N

k k k k k

N N N N N N N

k k k k k k k

N N N

k k k k k k k

   

      

  

 

  



   

P P H R H

P H R H H R H

P H R H H R H

               （5.5-7） 

比较式（5.5-6）和（5.5-7），考虑到 (0)

/ 1k k k P P ，因此 ( )N

k kP P 得证。 

 其次证明 ( )ˆ ˆ= N

k kX X 。根据式（5.2-32），在常规滤波中有 
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1 1 T 1

/ 1 / 1

1
(1) (1)

1 (1) T ( ) T

/ 1 / 1

( ) ( )

1 (1) T (1) 1 (1) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1 / 1

ˆ ˆ

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k k k k

k k

N

k k k k k k

N N

k k

N N N

k k k k k k k k k k

  

 





 

  

 

 

   
   

       
   
   

   

P X P X H R Z

R Z

P X H H

R Z

P X H R Z H R Z

          （5.5-8） 

而根据式（5.5-5），在序贯滤波中有 
( ) 1 ( ) ( 1) 1 ( 1) ( ) T ( ) 1 ( )

( 2) 1 ( 2) ( 1) T ( 1) 1 ( 1) ( ) T ( ) 1 ( )

(0) 1 (0) (1) T (1) 1 (1) ( ) T ( ) 1 ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N N N N N N N

k k k k k k k

N N N N N N N N

k k k k k k k k

N N N

k k k k k k k k

    

       

  

 

  



   

P X P X H R Z

P X H R Z H R Z

P X H R Z H R Z

        （5.5-9） 

比较式（5.5-8）和（5.5-9），考虑到 ( )N

k kP P 、 (0)

/ 1k k k P P 和 (0)

/ 1
ˆ ˆ

k k k X X ，因此 ( )ˆ ˆ= N

k kX X 得证。实际

上，式（5.5-6）～式（5.5-9）所证明的也正是最小二乘法的批处理算法与递推算法之间的等价性。 

特别地，如果 =N m，即量测方程可简单地分解为m 个标量量测，这时量测方差阵
kR 为对角线矩阵。

利用序贯滤波，在滤波增益计算中的矩阵求逆问题将转化为标量的倒数运算，有利于减少滤波计算量和

增强数值计算的稳定性。 

当然，如果量测方差阵
kR 不是对角矩阵，通过下面的变换，也可实现对角化处理。 

由于
kR 是正定矩阵，它总可以进行如下三角分解 

T

k R LL                                （5.5-10） 

其中 L 为非奇异的下三角矩阵 

在式（5.5-1）中，以 1
L 同时左乘量测方程两边，得 

1 1 1

k k k k

   L Z L H X L V                         （5.5-11） 

将上式简记为 
* * *

k k k k Z H X V                            （5.5-12） 

其中 
* 1 * 1 * 1, ,k k k k k k

    Z L Z H L H V L V  

式（5.5-12）中新的量测方差阵为 
* * * T 1 1 T

1 T 1 T 1 1 T

E ( ) E ( )( )

E[ ]( ) ( )

k k k k k

k k k

 

   

       

  

R V V L V L V

L V V L L R L I

                 （5.5-13） 

可见，新的量测方差阵为对角阵（且为单位阵），之后便可采用序贯滤波方法，不再赘述。当然，该方

法的代价是必须对
kR 作下三角平方根分解，即在量测信息之间去相关解耦处理，会增加一些矩阵分解计

算量。 

5.6 信息滤波与信息融合 

1 信息滤波 

在 Kalman 滤波中，状态估计误差的均方差阵定义为 

Tˆ ˆE[( )( ) ]k k k k k  P X X X X  

如果估计值 ˆ
kX 越接近真实值

kX ，则
k P 0（即 1

k

 P ）；反之，如果 ˆ
kX 的估计误差很大，则

kP 的

特征值应当很大（即 1 0k

 P ）。这表明， 1

k


P 可以看作是衡量估计 ˆ

kX 中含有真实状态
kX 信息量多少的

指标，习惯上将 1

k


P 称为信息矩阵，可重新记 1

k k

 PI （且 1

/ 1 / 1k k k k



  PI ）。 
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为了方便叙述，系统状态空间模型重写如下  

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
   其中    

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

      （5.6-1） 

根据 Kalman 滤波公式（5.2-29），可得以信息矩阵
kI 表示的信息滤波公式如下 

1 T T 1

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1( )k k k k k k k k k k

 

       Φ Φ Γ Q ΓI I                       （5.6-2a） 

T 1

/ 1k k k k k k



 H R HI I                               （5.6-2b） 

1 T 1

k k k k

 K H RI                                  （5.6-2c） 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X                                 （5.6-2d） 

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k   X X K Z H X                            （5.6-2e） 

为了避免上述式中
1kI 和

kI 可能不可逆的问题，首先将式（5.6-2a）改写为 

1 T T 1

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

T 1 1

/ 1 1 / 1 1 1 1 1 / 1

1 T T T 1 1

/ 1 1 / 1 1 1 1 / 1 1 / 1

( )

( )

( ) ( )

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

 

      

 

       

  

        

 

 

 

Φ Φ Γ Q Γ

Φ Φ Γ Q Γ Φ

Φ I Φ Γ Q Γ Φ Φ

I I

I I

I I

           （5.6-3） 

显然，上式中 T T

1 / 1 1 1 1 / 1k k k k k k k k     I Φ Γ Q Γ ΦI 是正定的，所以其必然可逆。若引入记号 

T 1

1 / 1 1 / 1 1 1 1( )k k k k k k k k k



       M Φ Φ Γ Q ΓI                      （5.6-4） 

则有 
1

/ 1 1 1 / 1k k k k k k



    M ΦI I                               （5.6-5） 

其次，再引入记号 ˆ ˆ
k k kS XI ，则根据式（5.2-32），有 

T 1

/ 1 / 1

T 1

/ 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ

k k k k k k k k k k

k k k k k



 





  

 

S X X H R Z

S H R Z

I I
                          （5.6-6） 

其中 
1

/ 1 / 1 / 1 1 1 / 1 / 1 1

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆˆ

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k



       

    

 

 

S X M Φ Φ X

M X M S

I I

I
                      （5.6-7） 

至此，信息滤波公式（5.6-2）可转化为 
T 1

1 / 1 1 / 1 1 1 1( )k k k k k k k k k



       M Φ Φ Γ Q ΓI                         （5.6-8a） 

1

/ 1 1 1 / 1k k k k k k



    M ΦI I                                  （5.6-8b） 

T 1

/ 1k k k k k k



 H R HI I                                  （5.6-8c） 

/ 1 1 1
ˆ ˆ

k k k k  S M S                                    （5.6-8d） 

T 1

/ 1
ˆ ˆ

k k k k k k



 S S H R Z                                  （5.6-8e） 

这就避免了在信息滤波递推公式中直接对
1kI 和

kI 求逆的问题。与常规 Kalman 滤波相比，信息滤波的

优点是其状态均方差阵的初值可设置为无穷大，即
k I 0，这表示对状态的初始信息一无所知。但是，

在滤波更新过程中，特别是初始阶段，如果
kI 不可逆，则不能获得状态估计 ˆ

kX ，而只有当
kI 可逆后，

才能由 1 ˆˆ
k k k

X SI 和 1

k k

P I 分别求解出 ˆ
kX 和

kP 。 

特别地，根据递推最小二乘公式（5.1-9）和式（5.1-10）的第二等号，重写如下 
1 1 T 1

1k k k k k

  

 P P H R H                                （5.6-9a） 

1 1 T 1

1 1
ˆ ˆ

k k k k k k k

  

  P X P X H R Z                            （5.6-9b） 

可直接得相应的信息滤波公式 
T 1

1k k k k k



 H R HI I                               （5.6-10a） 

T 1

1
ˆ ˆ

k k k k k



 S S H R Z                               （5.6-10b） 

式（5.6-10a）非常直观地体现了信息具有可累加的特性。 
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2 信息融合 

对于如下特殊的包含N 组量测的最小二乘问题 

(1)

1

(2)

2

( )

ˆ

ˆ

ˆ N

N

  


 




 

X X V

X X V

X X V

    其中    TE[ ] , E[ ] δk k j k kj V V V P0        （5.6-11） 

式中， ( )ˆ k
X 表示对 X 的估计且误差为

kV （注意这里方差阵记为
kP 而非

kR ）。若由 (1) (2) ( )ˆ ˆ ˆ, , N
X X X 对 X

进行联合估计，且设初值
0  0I （

0X̂ 任意），则有 
1

1

1 1

2 1

1 1 1

1 2 1

1 1 1 1

1 2 1

( )

( )

N N N

N N N

N N

N N





 

 

  



   



 

  



    

    

P

P P

P P P

P P P P

I I

I

I

                     （5.6-12a） 

1 ( )

1

1 ( 1) 1 ( )

2 1

1 (2) 1 ( 1) 1 ( )

1 2 1

1 (1) 1 (2) 1 ( 1) 1 ( )

1 2 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ

N

N N N

N N

N N N

N N

N N

N N

N N





  

 

   



    



 

  



    

    

S S P X

S P X P X

S P X P X P X

P X P X P X P X

            （5.6-12b） 

若记 ( ) 1( )g

N N

 PI 和 ( ) 1 ( )ˆ ˆ( )g g

N N N

S P X ，代入式（5.6-12），可得 

( ) 1 1

1
( )

Ng

N kk

 


 P P                               （5.6-13a） 

( ) ( ) 1 ( )

1

ˆ ˆNg g k

N N kk




 X P P X                             （5.6-13b） 

这便是多源信息融合公式。 ( )ˆ k
X 可表示从不同渠道获得的对同一状态 X 的局部估计，将所有渠道信息按

上述合成公式进行融合后将得到状态的全局最优估计 ( )ˆ g

NX ，在理论上全局估计误差 ( )g

NP 将小于任一局部

误差
kP ，这正是信息融合方法能够提高状态估计精度的体现。 

5.7 平方根滤波 

在 Kalman 滤波中，状态均方差阵
kP 表示的是状态估计误差的平方。一个数的平方在数值表示上需

要更多的数字位数（一般两倍于该数的表示），因而，为了保证滤波精度，状态均方差阵
kP 的更新往往

比状态 ˆ
kX 的更新需要更多的有效数据位。平方根滤波方法主要是针对均方差阵更新过程设计，采用均

方差阵
kP 的平方根进行更新，以减少数值位数和计算误差，这在早期计算机位数不高时（定点或单精度

浮点情形）是比较有效的。 

1 均方差阵的量测更新 

在状态空间模型（5.2-1）中，暂且考虑量测
kZ 为标量情形，如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k kZ V

    


 

X Φ X Γ W

H X
   其中   

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

V V V R

V

  


 




W W W Q

W

0

0

0

        （5.7-1） 

针对上式的 Kalman 滤波，将增益公式 T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k kR 

  K P H H P H 代入均方差量测更新公式

/ 1( )k k k k k P I K H P ，得 



 

116 
 

T T 1

/ 1 / 1 / 1 / 1( )k k k k k k k k k k k k k kR 

     P P P H H P H H P                    （5.7-2） 

假设均方差阵
1 / 1, ,k k k k P P P 的平方根分别为

1 / 1, ,k k k k Δ Δ Δ ，即满足 

T

1 1 1k k k  P Δ Δ ，  T

/ 1 / 1 / 1k k k k k k  P Δ Δ ，  T

k k kP Δ Δ                   （5.7-3） 

其中，
1 / 1, ,k k k k Δ Δ Δ 一般不限于三角矩阵，事实上，后面将会看到只有

/ 1k kΔ 是三角的。 

将式（5.7-3）代入式（5.7-2），可得 
T T T T T T 1 T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

T T T T 1 T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

( )

( )

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k

R

R



       



     

  

    

Δ Δ Δ Δ Δ Δ H H Δ Δ H H Δ Δ

Δ I Δ H H Δ Δ H H Δ Δ
         （5.7-4） 

注意到上式中 T T

/ 1 / 1k k k k k k H Δ Δ H 为标量且非负，可简记 

2 T T

/ 1 / 1k k k k k k k kR   H Δ Δ H                            （5.7-5） 

则式（5.7-4）化为 
T 2 T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1( )k k k k k k k k k k k k k

    Δ Δ Δ I Δ H H Δ Δ                     （5.7-6） 

恰巧式（5.7-6）中 2 T T

/ 1 / 1k k k k k k k

 I Δ H H Δ 能表示成矩阵平方根的形式，如果令 

2 T T 1 T T 1 T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1( )( )k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k    

        I Δ H H Δ I Δ H H Δ I Δ H H Δ       （5.7-7） 

其中
k 为待定系数，展开上式右边，得 

1 T T 1 T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1

1 T T 2 T T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

1 T T 2 T T 2

/ 1 / 1 / 1 / 1

1 2 2

( )( )

2

2 ( )

2 ( )

k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k

R

R

 

 

  

  

 

   

 

     

 

   

 

 

  

   

   

I Δ H H Δ I Δ H H Δ

I Δ H H Δ Δ H H Δ Δ H H Δ

I Δ H H Δ Δ H H Δ

I
T T

/ 1 / 1k k k k k k 
 Δ H H Δ

         （5.7-8） 

比较式（5.7-7）与式（5.7-8），可得 
2 1 2 22 ( )k k k k kR                                     （5.7-9） 

上式整理得 
2 2 2 22 ( ) 0k k k k k kR                                    （5.7-10） 

由上式求解
k ，得 

2 4 2 22 4 4 ( )

2

( )

k k k k k

k

k k k

R

R

   


 

  


 

                         （5.7-11） 

式中两个解都是合理的，实际应用时可任选一个。 

至此，根据式（5.7-6）和式（5.7-7），可得 
T 1 T T 1 T T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

T
1 T T 1 T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1

( )( )

( ) ( )

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k

 

 

 

     

 

     

  

        

Δ Δ Δ I Δ H H Δ I Δ H H Δ Δ

Δ I Δ H H Δ Δ I Δ H H Δ
      （5.7-12） 

从而可得平方根
kΔ 的更新公式 

1 T T

/ 1 / 1 / 1( )k k k k k k k k k k 

   Δ Δ I Δ H H Δ                     （5.7-13） 

值得注意的是，即使
/ 1k kΔ 是三角矩阵，

kΔ 一般不再是三角的。 

由式（5.7-11）得 2 2(1 / )k k k kR    ，可见
k 与 2

k 的数值计算精度一样，但若比较式（5.7-13）

和式（5.7-6），前者在等号右边少乘了矩阵 T

/ 1k kΔ ，因此平方根分解方法有利于提高数值计算精度。 

2 均方差阵时间更新 

将式（5.7-3）代入 Kalman 滤波均方差阵的时间更新公式 T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ ，有 
1 1
2 2

1
2

1
2

T T T T T

/ 1 / 1 / 1 1 1 / 1 1 1 1 1

T T

1 / 1

/ 1 1 1 1 T T

1 1

( )

( )

k k k k k k k k k k k k k k

k k k

k k k k k

k k

         

 

   

 

 

 
    

  

Δ Δ Φ Δ Δ Φ Γ Q Q Γ

Δ Φ
Φ Δ Γ Q

Q Γ

                 （5.7-14） 

其中，
1
2

1kQ 表示
1kQ 的平方根矩阵，满足

1 1
2 2 T

1 1 1( )k k k  Q Q Q ，可令
1
2

1kQ 为下三角矩阵，这样由
1kQ 求解

1
2

1kQ
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可采用乔莱斯基分解法，具体详见附录。 

若简记 

1
2

T T

1 / 1

2 T T

1 1( )

k k k

n n

k k

 



 

 
  
  

Δ Φ
A

Q Γ

                               （5.7-15） 

易知
2n nA 是列满秩的，根据矩阵理论，有 QR 分解

2 2n n n n n n  A Q R 成立，其中 T

2 2n n n n n n  Q Q I 且
n nR 是

非奇异上三角阵。因而，式（5.7-15）可写为 
T T

/ 1 / 1 2 2

T

2 2

T

( ) ( )

k k k k n n n n

n n n n n n n n

n n n n

   

   

 







Δ Δ A A

Q R Q R

R R

                       （5.7-17） 

这说明，可以将 T

/ 1k kΔ 视为对矩阵 2n nA 作 QR 分解之后的上三角矩阵，即取 T

/ 1k k n n Δ R 。矩阵 QR 分解

可采用 MGS（修正格莱姆-斯密特）算法，具体参见附录。 

3 平方根滤波流程 

若简记 
T T

/ 1k k k ka Δ H                                （5.7-18） 

则由式（5.7-5）、（5.7-13）及滤波增益公式，可分别得 
2 T T T

/ 1 / 1k k k k k k k k k k kR R     H Δ Δ H a a                        （5.7-19） 

1 T T 1 T

/ 1 / 1 / 1 / 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k k k  

      Δ Δ I Δ H H Δ Δ I a a                 （5.7-20） 

T T T T 1 2

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1( )k k k k k k k k k k k k k k k k kR  

      K Δ Δ H H Δ Δ H Δ a                （5.7-21） 

至此，Kalman 平方根滤波流程可总结如图 5.7-1 所示，其中，初始化时输入为状态均方差阵的平方

根
0Δ ，滤波过程采用平方根更新算法，最终滤波输出也是平方根

kΔ 。 

/ 1 / 1 1
ˆ ˆ

k k k k k  X Φ X
0X̂

1kQ

ˆ
kX

/ 1
ˆ ˆ

k k kX X

1k k 
 

1
2

T T

1 / 1MGS

/ 1 T T

1 1( )

k k k

k k

k k

 



 

 
  

  

Δ Φ
Δ

Q Γ

/ 1k k kΔ Δ

 T T

/ 1k k k ka Δ H

 
/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k kZ   X X K H X

kZ

kZ

kR

 2 T

k k k kR  a a

 
2

/ 1k k k k k


K Δ a

 ( )k k k kR   

 1 T

/ 1( )k k k k k k 

 Δ Δ I a a

 kΔ

 0Δ

 
5.7-1  平方根滤波流程 

上述介绍平方根滤波的前提条件是量测为标量情形。针对量测为向量情形，一种处理思路是，先采

用序贯滤波方法进行预处理，将量测转化为标量形式，再使用标量量测平方根滤波方法；另一种思路是，

直接进行向量量测平方根滤波，这时状态方差阵的量测更新公式如下 
1
2T T T T 1

/ 1 / 1 / 1( )k k k k k k k k k k k k k



  
   
 

Δ Δ I Δ H ρ ρ R ρ H Δ                 （5.7-22） 

其中 
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1
2

1
2

T T

/ 1

T T

/ 1 / 1

/ 1 T( )

k k k k k k k

k k k k k

k k k k

k



 



 

 
    

  

ρ ρ H P H R

Δ H
H Δ R

R

                    （5.7-23） 

上式中可应用与式（5.7-14）一样的 QR 分解方法求取平方根
kρ 。显然，当

kR 为标量时，式（5.7-22）

与式（5.7-13）完全相同；当
kR 为矩阵时，以下验证式（5.7-22）是正确的，即有 T

k k kΔ Δ P 。 

首先计算 

 

 

1
2

1
2

1 1
2 2

1
2

T T T T T 1

/ 1 / 1 / 1

1
T T T T T

/ 1 / 1 / 1

1
T T T T 1 T T

/ 1 / 1 / 1

T T T T

/ 1

( )

( )

( ) ( )

(

k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k



  



  




  



   
 

 
  
  

  
       

 

Δ Δ Δ I Δ H ρ ρ R ρ H Δ

I Δ H ρ ρ ρ R H Δ Δ

Δ I Δ H ρ ρ R ρ ρ ρ ρ R H Δ

Δ H ρ ρ R ρ   




1
2

1 1
2 2

1 1
2 2

1
1 T T T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1

1
T T T 1 T T

/ 1 / 1

1
T T 1 T T T

/ 1 / 1

) ( )

( ) ( )

( ) ( )

k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k




   




 




 



     
 

   
 

H Δ Δ H ρ ρ ρ R H Δ Δ

P P H ρ ρ R ρ ρ ρ ρ R

ρ ρ R ρ H P H ρ ρ ρ R H P

  （5.7-24） 

其中 

 

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2

1
T T 1 T T T T 1 T T T

/ 1

1
T T 1 T T T T T T T

T T 1 T

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k


 








        
   

          
   

  

ρ ρ R ρ ρ ρ ρ R ρ ρ R ρ H P H ρ ρ ρ R

ρ ρ R ρ ρ ρ ρ R ρ ρ R ρ ρ ρ R ρ ρ ρ R

ρ ρ R ρ ρ ρ ρ R
1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1
T T T T

1
T T 1 T T T T

T 1 1

T 1

) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k

k k






 



     
   

       
   





R ρ R ρ ρ ρ R

ρ ρ R ρ ρ R ρ R ρ ρ ρ R

ρ ρ

ρ ρ

（5.7-25） 

再将式（5.7-25）代入式（5.7-24），立即得 
T T T 1

/ 1 / 1 / 1

T T 1

/ 1 / 1 / 1

( )

( )

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k



  



  

 

     

Δ Δ P P H ρ ρ H P

I P H H P H R H P P
              （5.7-26） 

得验证。 

5.8 遗忘滤波 

标准 Kalman 滤波综合利用了历史所有量测值
kZ ，当滤波模型准确时从理论上能够得到状态的最优

估计 ˆ
kX ，在经过较长时间滤波之后，滤波的增益计算回路一般会逐渐收敛，滤波增益

kK 减小，使得滤

波器的惯性不断增大，新的量测值对状态估计的修正作用逐渐减小。但是，如果实际系统建模存在偏差，

滤波器容易出现虚的过渡收敛现象，方差阵
kP 并不能如实反映状态估计精度。为了减轻过渡收敛症状，

使得状态估计能较好地适应新的量测值变化，研究者们提出了遗忘滤波算法，在滤波过程中修改系统噪

声
kQ 和量测噪声

kR 的权重，从而逐渐减小历史信息的权重，相对而言提高了新信息的权重，达到减小

滤波器惯性的目的。遗忘滤波在系统建模不准情况下改善了滤波精度，是一种次优滤波算法。 

针对状态空间模型（5.2-1），重写如下 
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/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                      （5.8-1） 

其中，
kW 、

kV 是零均值白噪声且两者不相关，对于某有限时间序列1,2,3, , N ，如果噪声的方差阵为 

T 1

T

[ ] δ

[ ] δ

N k

k j k kj

N k

k j k kj

E s

E s

 



 




W W Q

V V R
，    Nkj ,                 （5.8-2） 

式中：s 是略大于 1 的实数比例因子。式（5.8-2）的含义是，在序列最后N 时刻看既往的系统噪声和量

测噪声都以几何级数倍被放大了，即反着看状态和量测的不确定性逐渐增大了；或者说，与传统 Kalman

滤波模型相比，新系统噪声设置（5.8-2）更加强调新近状态和量测的作用。式（5.8-2）便是遗忘滤波

（或者称为渐消记忆滤波）的噪声模型假设，并且常称比例因子 s 为遗忘因子或渐消记忆因子。 

根据 Kalman 滤波基本公式（5.2-29），不难写出在遗忘滤波噪声模型假设条件下的在N 时刻的滤波

公式： 

/ 1 / 1 1

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

T T -1

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

N N

k k k k k

N N N k

k k k k k k k k k k

N N N N k

k k k k k k k k k

N N N N

k k k k k k k k

N N N

k k k k k

s

s

  



      



 

 



 


 


 


  
  

X Φ X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

                 （5.8-3） 

注意：式中符号的右上标N 不表示幂次方，而是表示N 时刻的参数值。 

下面对滤波公式（5.8-3）作等效简化。 

首先，将均方差阵
/ 1

N

k kP 公式的两边同时乘以因子 )( kNs  ，可得 
( ) ( ) T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

N k N N k N

k k k k k k k k k ks s   

       P Φ P Φ Γ Q Γ                 （5.8-4） 

若简记 
 ( 1)

1 1

N k N

k ks
  

 P P ，  ( )

/ 1 / 1

N k N

k k k ks  

 P P                    （5.8-5） 

则有 
* * T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ                       （5.8-6） 

其次，增益矩阵 N

kK 可改写为 

( ) T ( ) T 1

/ 1 / 1

* T * T 1

/ 1 / 1

( )

( )

N N k N N k N

k k k k k k k k k

k k k k k k k k

s s    

 



 

 

 

K P H H P H R

P H H P H R
                  （5.8-7） 

而若将状态估计均方差阵更新公式
/ 1( )N N N

k k k k k P I K H P 的两边同时乘以 )( kNs  ，则变为 

( ) ( )

/ 1( )N k N N N k N

k k k k ks s   

 P I K H P                       （5.8-8） 

根据简化记号式（5.8-5），上式即为 
* *

/ 1( )N

k k k k k P I K H P                              （5.8-9） 

最后，若改记 

1 1 / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,N N N N

k k k k k k k k k k

   

      X X X X X X K K               （5.8-10） 

则滤波公式（5.8-3）等价为 
* *

/ 1 / 1 1

* * T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

* * T * T -1

/ 1 / 1

* * * *

/ 1 / 1

* * *

/ 1

ˆ ˆ

( )

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

s

  

      

 

 



 


 


 


  
  

X Φ X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

                 （5.8-11） 

由上式结果可见，简化后的滤波公式（5.8-11）在形式上与当前时刻N 无关，并且只需将前一时刻状态
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均方差阵
1k



P 乘上一个遗忘因子 s ，即等效于扩大了状态预测的不确定性，淡忘了既往的估计，而其他

公式与常规 Kalman 滤波公式完全相同。当遍历时刻 1,2,3,N  时，式（5.8-11）便构成了遗忘滤波递

推公式。 

如果遗忘因子 1s  ，则根据式（5.8-11）中第二式有 *

/ 1 / 1k k k k P P ，再根据第三式在形式上有 *

k kK K

（理论上非方阵不能比较大小），又由于 
* * * *

/ 1 / 1

* * *

/ 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ( )

k k k k k k k k

k k k k k k

 



  

  

X X K Z H X

I K H X K Z

                       （5.8-12） 

上式也说明了遗忘滤波增强了当前量测
kZ 的权重，相应地减少了状态预测 *

/ 1
ˆ

k kX 的权重，即减少了旧量

测数据的影响。 

当然，可以将常规 Kalman 滤波看作是遗忘滤波中当遗忘因子 1s 时的特殊情形。常规 Kalman 滤

波综合利用了所有的历史信息；而在遗忘滤波中若 s 越大于 1，则历史信息被遗忘的速度越快。 

5.9 Sage-Husa 自适应滤波 

自适应滤波的研究内容和方法相当广泛，但限于篇幅，本节仅对其中一种比较常用的所谓

Sage-Husa 自适应滤波做简要介绍。 

理论上，只有在随机动态系统的结构参数和噪声统计特性参数都准确已知的条件下，标准 Kalman

滤波才能获得状态的最优估计。然而，实际应用中，以上两类参数的获取都或多或少存在一些误差，致

使 Kalman 滤波的精度降低，严重时还可能会引起滤波发散。不难理解，随机系统的模型误差往往会影

响到其输出，换言之，量测输出中很可能隐含了关于系统模型的某些信息，那么当系统模型参数不够准

确时能否根据量测输出对部分参数进行重新估计建模呢？这实质上属于系统辨识问题。1969 年，学者

A. P. Sage 和 G. W. Husa 提出了一种自适应滤波算法，它在进行状态估计的同时还可以通过量测输出在

线实时地估计系统的噪声参数，但要对所有的噪声参数（系统噪声均值和方差、量测噪声均值和方差）

进行估计往往是不可能的，这里仅介绍实际中最常用也是比较有效的量测噪声方差阵自适应算法。 

系统状态空间模型见式（5.2-1），重写如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
   其中    

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

     （5.9-1） 

但是，这里假设量测噪声方差阵
kR 是未知的。下面给出

kR 的自适应估计方法。 

在 Kalman 滤波中，量测预测误差（即新息）公式为 

/ 1 / 1

/ 1

/ 1

ˆ

ˆ

k k k k k

k k k k k k

k k k k

 





 

  

 

Z Z Z

H X V H X

H X V

                        （5.9-2） 

由于状态一步预测误差
/ 1k kX 和量测噪声

kV 的均值都为零，可知新息
/ 1k kZ 的均值也为零，再考虑到

/ 1k kX

与
kV 之间互不相关，对式（5.9-2）两边同时求方差，可得 

T T

/ 1 / 1 / 1E[ ]k k k k k k k k k   Z Z H P H R                        （5.9-3） 

上式移项，可得量测噪声方差阵的表达式 
T T

/ 1 / 1 / 1E[ ]k k k k k k k k k   R Z Z H P H                        （5.9-4） 

上式中， T

/ 1 / 1E[ ]k k k k Z Z 在理论上表示随机序列的集总平均，然而在自适应滤波算法的实际应用中应以时

间平均代替，
kR 的等加权递推估计方法可构造如下 
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T T

/ 1 / 1 / 11

1 T T T T

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 11

T T

1 / 1 / 1 / 1

T

1 / 1 / 1 / 1

1ˆ ( )

1
( ) ( )

1 ˆ( 1) ( )

1 1ˆ(1 ) (

k

k i i i i i i i ii

k

i i i i i i i i k k k k k k k ki

k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k

k

k
k

k k

  



     

   

   

 

    
 

    
 

   





R Z Z H P H

Z Z H P H Z Z H P H

R Z Z H P H

R Z Z H P
T )kH

          （5.9-5） 

除等加权外，还可以将式（5.9-6）改为指数渐消记忆加权平均方法，有利于减小陈旧量测噪声的影

响，如下 
T T

1 / 1 / 1 / 1
ˆ ˆ(1 ) ( )k k k k k k k k k k k k       R R Z Z H P H                    （5.9-6） 

1

1

k
k

k b












                                     （5.9-7） 

其中，初值
0 1  ，而0 1b  称为渐消因子。当 k 充分大时，近似有 bk 1 ，渐消因子b 取得越小，

则对陈旧噪声的依赖越小，常取 0.9 ~ 0.999b  。 

观察式（5.9-6），如果实际系统的测量噪声与理论建模值相比偏小，则 T

/ 1 / 1k k k k Z Z 会比较小；如果

状态噪声设置偏大，则 T

/ 1k k k kH P H 会比较大。以上两种情况都可能导致 T T

/ 1 / 1 / 1 0k k k k k k k k   Z Z H P H ，从

而容易使 ˆ
kR 失去正定性，引起滤波异常。避免该问题的一种办法是采用序贯滤波方法并对 ˆ

kR 对角线每

个元素的大小进行限制。 

假设 ˆ
kR 为对角线矩阵，采用序贯滤波在进行第 i 个标量序贯量测更新时，标量量测方程为 

( ) ( ) ( )i i i

k k k kZ V H X                               （5.9-8） 

简记 
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) T

/ 1 / 1( ) ( )i i i i i

k k k k k k kZ   H P H                         （5.9-9） 

再利用如下式所示的下限条件 ( )

min

iR 以防止 ( )ˆ i

kR 非负定，同时利用上限条件 ( )

max

iR 以快速降低量测 ( )i

kZ 的可信

度（ ( )

max

iR 也可用于判断量测是否异常，若视为异常则放弃本次量测更新，这实际上蕴含了故障检测与隔

离的思想）。 
( ) ( ) ( ) ( )

1 min min

( ) ( ) ( ) ( )

max max

( ) ( )

1

ˆ(1 )

ˆ

ˆ(1 ) others

i i i i

k k k k

i i i i

k k

i i

k k k k

R R R

R R R

R

  



  





   


 


 

                   （5.9-10） 

通过上述处理，便可将量测噪声 ( )ˆ i

kR 限值在 ( ) ( )

min max~i iR R 之间，从而具有较好的自适应能力及可靠性。 

最后指出，与常规 Kalman 滤波算法不同，在自适应滤波中滤波计算回路对增益计算回路产生了影

响，因而自适应滤波的滤波计算回路不再是简单线性的，其实质上是一个异常复杂的非线性系统。理论

上要进行自适应滤波的可观测性和稳定性等分析是非常困难的，所以实际使用中应尽量减少自适应参数

的个数，有利于保证滤波的有效性。 

5.10 最优平滑算法 

利用量测序列  1 2M k MZ Z Z Z Z 计算 j 时刻状态
jX (1 )j M  的最佳估计值

/
ˆ

j kX ，根据量

测时刻与状态估计时刻的先后关系，可分为三种情形（参见图 5.10-1）：①若k j 则称为最优预测；②

若 k j 则称为最优估计（这时
/

ˆ
k kX 简记为 ˆ

kX ）；③若 k j 则称为最优平滑（或内插）。预测是估计的基

础，而估计又是平滑的基础。 
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/ / /

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ
j k j k j k

j k j k j k  

X X X

 1 2 k MZ Z Z Z

 
图 5.10-1 最优预测、估计与平滑 

在最优平滑算法中，如果被估计状态
jX 是某个固定的 j 时刻，则称为固定点平滑（fixed-point 

smoothing），固定点平滑输出为
/ 1 / 2 /

ˆ ˆ ˆ, , ,j j j j j M X X X ；如果被估计状态
jX 与量测

j NZ 之间总存在固定

的时间间隔滞后值 N ，则称为固定滞后平滑（ fixed-lag smoothing），固定滞后平滑输出为

1/1 2/2 /
ˆ ˆ ˆ, , ,N N M N M  X X X ；如果被估计状态

jX 的时刻在量测时间区间内取遍所有值，则称为固定区间平

滑（fixed-interval smoothing），固定区间平滑输出为
1/ 2/ / /
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,M M j M M MX X X X 。三种平滑示意图见

图 5.10-2。 

 1 2 1 2

/ 1/ 1 2/ 2
ˆ ˆ ˆ

k k k M

j k j k j k

 

   

Z Z Z Z Z Z

X X X

 1 2 1 2

/

/ 1

/ 2

ˆ

ˆ

ˆ

k k k M

j k

j k

j k

 





Z Z Z Z Z Z

X

X

X

 1 2 1 2

1/ 2/ / /
ˆ ˆ ˆ ˆ

k k k M

M M j M M M

 
Z Z Z Z Z Z

X X X X

 
图 5.10-2 固定点/滞后/区间平滑 

这里主要介绍固定区间平滑算法，它在数据后处理技术中具有重要的应用价值。固定区间平滑在前

向 Kalman 滤波的基础上再实施反向滤波，充分利用了量测区间内的所有测量值对状态进行估计，具有

比单向滤波更高的估计精度。 

状态空间模型同式（5.2-1），为方便引用重写如下 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
  其中   

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

       （5.10-1） 

在固定区间平滑算法中，针对某一 j 时刻的状态
jX 进行最优平滑，它表示利用所有量测序列

 1 2M k MZ Z Z Z Z 对
jX 作估计，结果记为

/
ˆ

j MX 。若以 j 时刻为分界，全部量测
MZ 可分隔为两

部分，即前半部分  1: 1 2j jZ Z Z Z 和后半部分  1: 1 2j M j j M  Z Z Z Z 。 

首先，利用前半部分量测
1: jZ 作正向滤波对

jX 进行估计，算法与式（5.2-29）相同，重写为 

, / 1 / 1 , 1

T T

, / 1 / 1 , 1 / 1 1 1 1

T T 1

, , / 1 , / 1

, , / 1 , , / 1

, , , / 1

ˆ ˆ

( ) 1,2, ,

ˆ ˆ ˆ( )

( )

f k k k k f k

f k k k k f k k k k k k

f k f k k k k f k k k k

f k f k k f k k k f k k

f k b k k f k k

k j

  

      



 

 



 


 


  


  
  

X Φ X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

          （5.10-2） 
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上式中右下标 f 表示正向滤波（forward filtering），当k j 时，由上式可获得状态
jX 的正向最优估计

,
ˆ

f jX

及其均方差阵
,f jP 。 

其次，若将模型（5.10-1）改写为 
1 1

1/ 1 1/k k k k k k k k

k k k k

 

  
  


 

X Φ X Φ Γ W

Z H X V
                          （5.10-3） 

简记 
* 1 * 1

/ 1 1/ 1/,k k k k k k k k

 

    Φ Φ Γ Φ Γ                           （5.10-4） 

则有反向滤波状态空间模型 
* *

/ 1 1k k k k k k

k k k k

 
  


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                             （5.10-5） 

基于模型（5.10-5），利用后半部分量测
1:j MZ 逆序作反向滤波对

1jX 进行估计，再对
jX 进行反向

一步预测，算法如下 
*

, / 1 / 1 , 1

* * T * *

, / 1 / 1 , 1 / 1

T T 1

, , / 1 , / 1

, , / 1 , , / 1

, , , / 1

ˆ ˆ

( )

( ) 1, 2, , 1

ˆ ˆ ˆ( )

( )

b k k k k b k

b k k k k b k k k k k k

b k b k k k k b k k k k

b k b k k b k k k b k k

b k b k k b k k

k M M j

  

   



 

 



 


 


     


  
  


X Φ X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z H X

P I K H P

      （5.10-6） 

上式中右下标b 表示正向滤波（backward filtering），当 1k j  时，由上式可获得状态
jX 的反向最优一

步预测
, / 1

ˆ
b j jX 及其均方差阵

, / 1b j jP 。 

最后，综合正向和反向滤波结果，有 

, ,

, / 1 , / 1

ˆ

ˆ

f j j f j

b j j j b j j 

  


 

X X V

X X V

                             （5.10-7） 

一般量测序列的前半部分与后半部分之间是误差不相关的，又 Kalman 滤波状态估计是量测的线性组合，

因而估计
,

ˆ
f jX 和

, / 1
ˆ

b j jX 之间也是不相关的，对于式（5.10-7）中误差，有 
T

, , , / 1 , / 1 , , / 1N( , ), N( , ), cov( )f j f j b j j b j j f j b j j   V P V P V V0 0 0           （5.10-8） 

根据信息融合公式（5.6-13），可得状态
jX 的最优平滑值及其均方误差阵 

1

, , , / 1 , / 1 , , , / 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( )s j f j b j j b j j f j f j b j j



    X P P P X P X                  （5.10-9a） 

1 1 1

, , , / 1( )s j f j b j j

  

 P P P                              （5.10-9b） 

上式中右下标 s 表示平滑结果（smoothing），
,

ˆ
s jX 即为前述

/
ˆ

j MX 。 

式（5.10-9）为某一 j 时刻的最优状态平滑，当 j 取遍1,2, ,M 时即实现了固定区间平滑。实际应

用时，固定区间平滑算法可以这么实现：对于给定的量测序列
MZ ，先按由前往后的顺序作正向滤波，

求解并存储
, ,

ˆ ,f j f jX P （ 1,2, ,j M ），如有需要还可存储模型参数
/ 1, , , ,j j j j j jΦ H Γ Q R ；再按由后往前

的量测顺序作反向滤波和预测，求解
, / 1 , / 1

ˆ ,b j j b j j X P （ 1, 2, ,1j M M   ），期间每反向预测一步，就

结合正向滤波中对应时刻的存储结果
,

ˆ
f jX 和

,f jP ，通过式（5.10-9）可获得最优平滑
,

ˆ
s jX 及其均方差阵

,s jP ，当反向执行至 1j  时便实现了整个区间的平滑。 

上述利用正反向滤波算法实现固定区间平滑（简称双向滤波算法）的思路比较简单，但该方法需要

进行反向滤波并且涉及到较多的求逆运算，计算量较大。1965 年，学者 H. Rauch，F. Tung 和 C. Striebel

提出了所谓的 RTS 固定区间平滑算法，能够有效降低计算量。这里直接给出该算法的过程：对于给定

的量测序列
MZ ，同样先按由前往后的顺序作正向滤波，获得并存储

/ 1 , , , / 1 , / 1
ˆ ˆ, , , ,j j f j f j f j j f j j  Φ X P X P
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（ 1,2, ,j M ）；再按由后往前的量测顺序直接执行如下平滑算法 
T -1

, , 1/ , 1/

, , , , 1 , 1/

T

, , , , 1 , 1/ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 1, 2, ,1

( )

s k f k k k f k k

s k f k s k s k f k k

s k f k s k s k f k k s k

k M M

 

 

 

 


     


  

K P Φ P

X X K X X

P P K P P K

        （5.10-10） 

其中，反向平滑初值选为
, , , ,

ˆ ˆ ,s M f M s M f M X X P P 。如果模型参数
/ 1, , , ,j j j j j jΦ H Γ Q R 为常值或可通过计

算即时获得而不需存储，则与双向滤波平滑算法相比，RTS 平滑算法在正向滤波过程中需要增加一步预

测
, / 1

ˆ
f j jX 和

, / 1f j jP 的存储量，特别在状态维数很高时，对状态均方差阵的存储量需求是很大的。 

双向滤波，存储对角线 

可平滑性。。。 

 

5.11 非线性系统的 EKF 滤波、二阶滤波与迭代滤波 

标准 Kalman 滤波仅能适用于线性系统。对于非线性系统，一种常见的解决思路是进行泰勒级数展

开，略去高阶项，近似为线性系统，再作线性 Kalman 滤波估计。这种处理非线性系统的 Kalman 滤波

方法称为扩展 Kalman 滤波（extended Kalman filter， EKF），或称广义 Kalman 滤波。下面首先介绍

向量函数的泰勒级数展开公式，为了应用于二阶滤波，分析时将泰勒级数展开到二阶项。 

1 向量函数的泰勒级数展开 

对于含n 个自变量的m 维向量函数 

( )Y f X   或  

1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

1 2

( ) ( , , )

( ) ( , , )

( ) ( , , )

n

n

m m m n

y f f x x x

y f f x x x

y f f x x x

 


 


  

X

X

X

                （5.11-1） 

其中，输入向量  
T

1 2 nx x xX ，输出向量  
T

1 2 my y yY 。如果向量函数 ( )Y f X 在某

(0)
X 邻域内存在连续的偏导数，则其泰勒级数展开式为 

(0) T (0)

1

1
( ) ( ) ( )

!

i

i i




   Y f X δX f X                      （5.11-2） 

其中 
(0) δX X X  

T

1 2 nx x x

   
   

   

 

算符表示偏微分算子，仅对函数 f 起作用。 

在式（5.11-2）中，一阶微分项（ 1i  ）的详细展开为 

(0)

T 1 (0)

1 2

1 2

1 1 1
1 2

1 2

2 2 2
1 2

1 2

1 2

1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n

n

n

n

m m m
n

n

x x x
x x x

f f f
x x x

x x x

f f f
x x x

x x x

f f f
x x x

x x x

  

  

  

  





  
     

  

   
     

 
   

     
 
 
 
     
    

X X

X

δX f X f X

X X X

X X X

X X X

(0)X
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 

(0)

(0)

1 1 1

1 2

1

2 2 2

2

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

n

n

n

m m m

n

f f f

x x x
x

f f f
x

x x x

x
f f f

x x x











   
   
   
     

      
   
   
   
   
    



X X

X X

X X X

X X X

X X X

f X δXJ

                  （5.11-3） 

其中 

 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2T

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

n

n

m m m

n

f f f

x x x

f f f

x x x

f f f

x x x

   
   
 
   

     
 
 
 
   
    

X X X

X X X
f X

f X
X

X X X

J
                   （5.11-4） 

由一阶微分组成的m n 阶矩阵  ( )f XJ 称为向量函数 ( )f X 的雅克比（Jacobian）矩阵。 

此外，在式（5.11-2）中，二阶微分项（ 2i  ）的详细展开为  

(0)

2

T 2 (0)

1 2

1 2

2 2 2

2

1 1 2 1 2

1 1 2 12 2 2

2

2 2 1 2 2

2 1 2 2

2 2 2

2

1 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1
tr

2

n

n

n

n

n

n

n n n

x x x
x x x

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

x x x x x

  

    

    



   
      

   

   
 
    

 
   
 

      
 
 
   
 
     

X X

δX f X f X

(0)

2

1 2

( )

n n nx x x x x    



 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
   
 
 
  X X

f X

 

 

  

(0) (0)

(0)

(0)

(0)

T T T T

1

T T T T

1 1

T

1

1 1
tr( ) ( ) tr( ) ( )

2 2

1 1
tr( ) ( ) tr ( )

2 2

1
tr ( )

2

m

j jj

m m

j j j jj j

m

j jj

f

f f

f


 

  


 

     

     

 



 



X X X X

X X
X X

X X

δXδX f X δXδX e X

e δXδX X e X δXδX

e X δXδXH

（5.11-5） 

其中 

 

2 2 2

2

1 1 2 1

2 2 2

T 2

2 1 2 2

2 2 2

2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

j j j

n

j j j

j j n

j j j

n n n

f f f

x x x x x

f f f

f f x x x x x

f f f

x x x x x

   
 

     
   
 

        
 
 
   
 
      

X X X

X X X

X X

X X X

H
           （5.11-6） 

 ( )jf XH 称为海森（Hessian）矩阵，它是一个n 阶对称方阵，由多元函数的二阶偏导数构成，描述了
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多元函数的局部曲率大小；
T

1 ( 1) 1 ( )1j j m j   
   e 0 0 为m 维单位列向量，即它的第 j 个元素为 1 而其它

元素全为 0。 

2 EKF 滤波 

假设离散时间状态空间模型为 

1 1 1( )

( )

k k k k

k k k

   


 

X f X Γ W

Z h X V
                           （5.11-7） 

其中 
T

T

T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ] δ

E[ ]

k k j k kj

k k j k kj

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

                       （5.11-8） 

 
T

1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k n kf f ff X X X X 是 n 维非线性向量函数，  
T

1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k m kh h hh X X X X 是m

维非线性向量函数。 

若已知 1k 时刻状态
1kX 的一个参考值（或称名义值、标称值），记为

1

n

kX ，该参考值与真实值之

间的偏差记为 

1 1 1

n

k k k   ΔX X X                                （5.11-9） 

当忽略零均值的系统噪声影响时，直接通过式（5.11-7）的状态方程对 k 时刻的状态进行预测，可

得 

/ 1 1( )n n

k k k X f X                                 （5.11-10） 

状态预测的偏差记为 

/ 1

n

k k k k ΔX X X                                （5.11-11） 

同样，若忽略零均值量测噪声的影响，利用式（5.11-7）的量测方程和参考值
/ 1

n

k kX 可对量测进行预

测，有 

/ 1 / 1( )n n

k k k k Z h X                                （5.11-12） 

量测预测的偏差记为 

/ 1

n

k k k k ΔZ Z Z                                （5.11-13） 

现将系统（5.11-7）中的状态非线性函数 )(f 在 1k 时刻的参考值
1

n

kX 邻域附近展开成泰勒级数并

取一阶近似，可得 

 1 1 1 1 1 1

/ 1 / 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( )

n n n

k k k k k k k

n n n

k k k k k k k k

     

     

   

   

X f X J f X X X Γ W

X Φ X X Γ W

              （5.11-14） 

即 

/ 1 / 1 1 1 1 1( )n n n

k k k k k k k k k        X X Φ X X Γ W                 （5.11-15） 

其中，简记非线性状态方程的雅可比矩阵  / 1 1( )n n

k k k Φ J f X 。 

同理，若将系统（5.11-7）中的量测非线性函数 )(h 在参考状态预测
/ 1

n

k kX 附近展开成泰勒级数并取

一阶近似，可得 

 / 1 / 1 / 1

/ 1 / 1

( ) ( ) ( )

( )

n n n

k k k k k k k k k

n n n

k k k k k k k

  

 

   

   

Z h X J h X X X V

Z H X X V

               （5.11-16） 

即 
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/ 1 / 1( )n n n

k k k k k k k k    Z Z H X X V                     （5.11-17） 

其中，简记非线性量测方程雅可比矩阵  / 1( )n n

k k kH J h X 。 

在式（5.11-15）和式（5.11-17）中，若将偏差量
/ 1

n

k k k k ΔX X X 和
1 1 1

n

k k k   ΔX X X 当作新的

状态，且将
/ 1

n

k k k k ΔZ Z Z 当作新的量测，则可构成了一个新的系统，并且恰好是线性的，重写为 

/ 1 1 1 1

n

k k k k k k

n

k k k k

   
  


 

ΔX Φ ΔX Γ W

ΔZ H ΔX V
                       （5.11-18） 

针对偏差状态线性系统（5.11-18），可直接应用标准线性 Kalman 滤波方法进行偏差状态估计，公

式如下 

/ 1 / 1 1

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

1
T T

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ

( )

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

n

k k k k k

n n

k k k k k k k k k k

n n n

k k k k k k k k k

n n

k k k k k k k k

n

k k k k k

  

      



 

 



 


 


    


   


 

ΔX Φ ΔX

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

ΔX ΔX K Z H ΔX

P I K H P

                （5.11-19） 

其中 

1 1 1
ˆ ˆ n

k k k   ΔX X X                            （5.11-20） 

/ 1
ˆ ˆ n

k k k k ΔX X X                            （5.11-21） 

根据式（5.11-21）可计算得非线性系统的状态估计 

/ 1 1
ˆ ˆ ˆ( )n n

k k k k k k    X X ΔX f X ΔX                     （5.11-22） 

以上便是基于参考值
1

n

kX 展开线性化的非线性系统 Kalman 滤波方法。观察式（5.11-20），如果取

参考值
1 1

ˆn

k k X X ，则有
1

ˆ
k ΔX 0 ，可对非线性滤波过程作进一步简化。 

将式（5.11-19）中的第一式代入第三式，得 

/ 1 1 / 1 1
ˆ ˆ ˆ( )n n n n

k k k k k k k k k k     ΔX Φ ΔX K ΔZ H Φ ΔX                （5.11-23） 

再将式（5.11-20）、式（5.11-21）和式（5.11-13）代入上式并整理，可得 

/ 1 / 1 / 1 1 1
ˆ ˆ( ) ( ) ( )n n n n n n n

k k k k k k k k k k k k k         X X K Z Z I K H Φ X X         （5.11-24） 

显然，当 1k 时刻的参考值
1

n

kX 特意取为估计值
1

ˆ
kX 时（

1 1
ˆn

k k X X ），上式正好可以消除等式右边第

三项的影响，从而，在形式上可以得到直接针对状态
kX （而非偏差量

kΔX ）的滤波公式 

 

 

/ 1 / 1

1 1

1 1

/ 1 / 1

ˆ ( )

( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( )

n n n

k k k k k k k

n n n

k k k k

n

k k k k

n

k k k k k k

 

 

 

 

  

   
 

   
 

   
 

X X K Z Z

f X K Z h f X

f X K Z h f X

X K Z h X

                    （5.11-25） 

其中记
/ 1 1

ˆ ˆ( )k k k X f X 。 

至此，偏差状态滤波公式（5.11-19）经过转换，获得直接针对状态
kX 的非线性系统 EKF 滤波公式，

如下（为简洁，省略所有符号的右上角标识“n ”） 
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/ 1 1

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

T T 1

/ 1 / 1

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ( )

( )

ˆ ˆ ˆ( )

( )

k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

 

      



 

 



 


 


 


     


 

X f X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z h X

P I K H P

                   （5.11-26） 

其中，  / 1 1
ˆ( )k k k Φ J f X 、  / 1

ˆ( )k k kH J h X 。 

3 二阶滤波 

 与一阶线性化的 EKF 滤波相比，二阶滤波还考虑了非线性方程泰勒级数展开二阶项对误差传播的影

响，因而二阶滤波在理论上具有更高的精度。 

式（5.11-7）中的状态方程在参考值
1 1

ˆn

k k X X 附近作二阶泰勒级数展开，得 

 T

1 / 1 1 11

1
( ) tr

2

nn n

k k k k i fi k ki   
    X f X Φ δX e D δXδX Γ W          （5.11-27） 

其中，简记
1 1

n

k k  δX X X 、  / 1 1( )n n

k k k Φ f XJ 、  1( )n

fi i kf D XH 。假设
1~ N( )kδX P0, ，由上式

进行状态一步预测，即对右端求期望，可得 

 

 

 

T

/ 1 1 / 1 1 11

T

1 / 1 1 11

1 11

1ˆ E ( ) tr
2

1
( ) E[ ] tr E[ ] E[ ]

2

1
( ) tr

2

nn n

k k k k k i fi k ki

nn n

k k k i fi k ki

nn

k i fi ki

    

   

 

 
     

 

    

 







X f X Φ δX e D δXδX Γ W

f X Φ δX e D δXδX Γ W

f X e D P

     （5.11-28） 

将式（5.11-27）减式（5.11-28），得状态一步预测误差 

   

 

/ 1 / 1

T

/ 1 1 1 11 1

T

/ 1 1 1 11

ˆ

1 1
tr tr

2 2

1
tr ( )

2

k k k k k

n nn

k k i fi k k i fi ki i

nn

k k i fi k k ki

 

    

   

 

    

   

 



X X X

Φ δX e D δXδX Γ W e D P

Φ δX e D δXδX P Γ W

    （5.11-29） 

根据式（5.11-29）可得状态一步预测
/ 1

ˆ
k kX 的均方差阵，为 

 

 

T

/ 1 / 1 / 1

T

/ 1 1 1 11

T

T

/ 1 1 1 11

E[ ]

1
E tr ( )

2

1
tr ( )

2

k k k k k k

nn

k k i fi k k ki

nn

k k i fi k k ki

  

   

   



 
    

 

 
     
  





P X X

Φ δX e D δXδX P Γ W

Φ δX e D δXδX P Γ W

        （5.11-30） 

考虑到δX 是对称分布的，其奇次阶矩为零，且δX 和
1kW 之间不相关，由上式可得 

    

   

T

/ 1 / 1 1 / 1

T
T T T

1 1 1 1 11 1

T

/ 1 1 / 1

T T T T

1 1 1 1 11 1

( )

1
E tr ( ) tr ( )

4

( )

1
E tr ( ) tr ( )

4

n n

k k k k k k k

n n

i fi k i fi k k k ki i

n n

k k k k k

n n

i j fi k fj k k k ki j

   

     

  

     



 
     



     
 

 

 

P Φ P Φ

e D δXδX P e D δXδX P Γ Q Γ

Φ P Φ

e e D δXδX P D δXδX P Γ Q Γ

 （5.11-31） 

上式右端第二项中的期望运算可展开为（其中第三个等号的证明见附录） 
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   T T

1 1

T T T

1

T

1 1 1

T T

1

E tr ( ) tr ( )

E tr( ) tr( ) tr( ) tr( )

tr( ) tr( )+tr( ) tr( )

E tr( ) tr( ) tr( ) tr(

fi k fj k

fi fj fi fj k

fi k fj fi k fj k

fi fj fi k f

 



  



   
 

      

    

       

D δXδX P D δXδX P

D δXδX D δXδX D δXδX D P

D P D δXδX D P D P

D δXδX D δXδX D P D 1

1 1

)

2tr( )

j k

fi k fj k



 

P

D P D P

         （5.11-32） 

再将式（5.11-32）代入式（5.11-31），可得 

 T T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1 1 11 1

1
( ) tr

2

n nn n

k k k k k k k i j fi k fj k k k ki j         
   P Φ P Φ e e D P D P Γ Q Γ     （5.11-33） 

由式（5.11-28）和式（5.11-33）可见，与 EKF 滤波相比，由于考虑了式（5.11-27）中二阶非线性

项的影响，即
fi D 0，从而使得状态及其均方差阵的预测多出了与海森矩阵有关的项，该项可以视为二

阶修正项。 

同理，对于在参考值
/ 1 / 1

ˆn

k k k k X X 附近二阶泰勒级数展开的量测方程，有 

 T

/ 1 / 1 1

1
( ) tr

2

mn n

k k k k k i hi ki  
    Z h X H δX e D δXδX V            （5.11-34） 

其中，简记
/ 1

n

k k k δX X X 、  / 1( )n n

k k kH h XJ 、  / 1= ( )n

hi i k kh D XH ，这里假设
/ 1~ N( )k kδX P0, ，由

上式作量测一步预测，并计算量测一步预测均方差阵及协方差阵，可分别得 

 / 1 / 1 / 11

1ˆ ( ) tr
2

mn

k k k k i hi k ki  
  Z h X e D P                     （5.11-35） 

 T T

, / 1 / 1 / 1 / 11 1

1
( ) tr

2

m mn n

ZZ k k k k k k i j hi k k hj k k ki j    
   P H P H e e D P D P R        （5.11-36） 

, / 1 / 1

n

XZ k k k k k P P H                               （5.11-37） 

至此，选择泰勒级数展开点
1 1

ˆn

k k X X 和
/ 1 / 1

ˆn

k k k k X X ，并略去所有符号的右上标“n ”，可获得二阶

EKF 滤波公式，如下 

 

 

/ 1 1 11

T T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1 1 11 1

1

T T T

/ 1 / 1 / 1 / 11 1

/ 1

1ˆ ˆ( ) tr
2

1
tr

2

1
tr( )

2

ˆ ˆ (

n

k k k i fi ki

n n

k k k k k k k i j fi k fj k k k ki j

m m

k k k k k k k k i j hi k k hj k k ki j

k k k k k

  

         



    



 

  

 
   

 

  



 

 

X f X e D P

P Φ P Φ e e D P D P Γ Q Γ

K P H H P H e e D P D P R

X X K Z h  / 1 / 11

/ 1

1ˆ ) tr
2

( )

m

k k i hi k ki

k k k k k

 












  

  
 

  



X e D P

P I K H P

    （5.11-38） 

显然，当所有海森矩阵均为零时，上式便退化为普通 EKF 滤波方程；或者说，海森矩阵相关项可以看作

是二阶滤波对 EKF 滤波的修正。 

4 迭代滤波 

在 EKF 算法中，非线性函数 ( )f X 和 ( )h X 分别围绕
1

ˆ
kX 和

/ 1
ˆ

k kX 进行一阶泰勒级数展开，这在量测

值
kZ 尚未取得前，

1
ˆ

kX （
/ 1

ˆ
k kX ）是状态

1kX （
kX ）的最优估计（最优预测），泰勒级数展开点的选取

是合理的。但是，当取得量测
kZ 后，平滑值

1/
ˆ

k kX （估计值 ˆ
kX ）的精度要优于 1

ˆ
kX （

/ 1
ˆ

k kX ），可重新

选取泰勒级数展开点，若以平滑值
1/

ˆ
k kX （估计值 ˆ

kX ）取代
1

ˆ
kX （

/ 1
ˆ

k kX ），再利用状态非线性函数 ( )f X

（量测非线性函数 ( )h X ）进行状态预测修正（量测预测修正）和计算雅克比矩阵，有利于提高预测和

雅可比矩阵的求解精度，从而改善滤波精度。 
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首先，按普通 EKF 方法进行预滤波（此时状态方差阵无需更新） 
*

/ 1 1

* * * T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

1
* * * T * * * T

/ 1 / 1

* * * *

/ 1 / 1

ˆ ˆ( )

( )

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( )

k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k

 

      



 

 

 


 



    


     

X f X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z h X

                    （5.11-39） 

其中，  *

/ 1 1
ˆ( )k k k Φ J f X ，  * *

/ 1
ˆ( )k k kH J h X 。 

其次，在获得 k 时刻的状态估计后，通过 RTS 平滑算法可求取平滑值
1/

ˆ
k kX  

* T * 1 * *

1/ 1 1 / 1 / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k k



       X X P Φ P X X                   （5.11-40） 

由平滑值
1/

ˆ
k kX 进行状态一步预测修正 

 

/ 1 1

1/ 1 1/

1/ 1/ 1 1/

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

k k k

k k k k k

k k k k k k k

 

  

   



  

  

X f X

f X f X f X

f X J f X X X

                  （5.11-41） 

由估计值 *ˆ
kX 进行量测一步预测修正 

 

/ 1 / 1

* *

/ 1

* * *

/ 1

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

k k k k

k k k k

k k k k k

 







  

  

Z h X

h X h X h X

h X J h X X X

                      （5.11-42） 

最后，可得迭代滤波公式 

/ 1 1/ / 1 1 1/

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

T T 1

/ 1 / 1

* *

/ 1 / 1

/ 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

( )

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k

    

      



 

 



   


 


 


       


 

X f X Φ X X

P Φ P Φ Γ Q Γ

K P H H P H R

X X K Z h X H X X

P I K H P

                （5.11-43） 

其中，  / 1 1/
ˆ( )k k k k Φ J f X ，  *ˆ( )k kH J h X 。 

理论上，迭代滤波算法在每一个量测更新时刻均可反复迭代多次，但是，平滑值
1/

ˆ
k kX 和滤波估计

值都与量测值
kZ 有关，量测

kZ 提供的信息有限，因此在实际应用中不论是否能够提高滤波精度，往往

只需迭代一次就足够了。 

5.12 间接滤波与滤波校正 

待补充 

5.13 联邦滤波（待完善） 

1 从序贯滤波到分散滤波 

在序贯滤波中，如果量测噪声方差阵是分块的对角阵，即量测可分为多组且相互之间不相关，则可

将量测更新过程拆分成多个，依次执行，但是序贯滤波必须使用统一的时间更新过程。这里介绍一种将

时间更新也进行拆分的方法。 

假设序贯滤波的状态空间模型如下 
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/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                           （5.13-1） 

其中 
(1) (1) (1)

( ) ( ) ( )

, ,

k k k

k k k

N N N

k k k

     
     

       
     
     

Z H V

Z H V

Z H V

 

T

T

T

E[ ] , E[ ] δ
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E[ ]

k k j k kj
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k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

       

(11)

( )

k

k

NN

k

 
 

  
 
 

R

R

R

         （5.13-2） 

显然，模型（5.13-1）的状态均方误差阵更新方程为 
1 1 T

/ 1

T T 1 ( ) ( ) ( ) T

/ 1 1 / 1 1 1 1 1
( ) ( )

k k k k k k

N i ii i

k k k k k k k k k k ki

 





      

 

  

P P H R H

Φ P Φ Γ Q Γ H R H
             （5.13-3） 

/ 1

T 1 T 1

/ 1 1

( ) T ( ) 1 ( ) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1 11 1

ˆ ˆ( )

ˆ( )

ˆ[ ( ) ( ) ] ( ) ( )

k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

N Ni ii i i ii i

k k k k k k k k k k ki i



 

 

 

  

  

  

   

X I K H X K Z

I P H R H Φ X P H R Z

I P H R H Φ X P H R Z

     （5.13-3） 

下面推导分散滤波方法。 

首先，将模型（5.13-1）的状态拷贝成N 份，形式上构造增广状态方程和量测方程 
(1) (11) (1) (1)

/ 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

/ 1 1 1

k k k k k

k

N NN N N

k k k k k

  



  

       
       

        
       
       

X Φ X Γ

W

X Φ X Γ

                 （5.13-4） 

(1) (1) (1) (1)

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

N N N N

k k k k

       
       

        
       
       

Z H X V

Z H X V

                    （5.13-5） 

其中 ( ) ( ) ( )

/ 1 / 1 1 1, , ( 1,2, , )i ii i

k k k k k k k k i N      X X Φ Φ Γ Γ ，
1kW 为状态方程的公共噪声。理论上，式

（5.13-4）不符合状态方程的状态无冗余要求，这里的处理是为了方便后续推导。 

 由式（5.13-4）求状态误差均方差阵的时间更新 
(11) (1 ) (11) (11) (1 ) (11) T

/ 1 / 1 / 1 1 1 / 1

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) T

/ 1 / 1 / 1 1 1 / 1

(1)

1

1

( )

1

( )
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     
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       
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     
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     
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     

Γ Γ

Φ P P Φ

Φ P P Φ

Γ Q Q Γ

Γ Q Q

(1) T

( ) T

1

)

( )N

k

 
 
 
 
 Γ

  （5.13-6） 

从上式中可得 
( ) ( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1( ) ( )ij ii ij jj i j

k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ                   （5.13-7） 
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由此可见，由于存在公共噪声
1kQ ，即使 ( )

1

ij

k P 0也会使得 ( )

/ 1

ij

k k P 0，说明时间更新会导致各状态拷贝

之间相关。这里利用方差上界技术来消除相关。 

根据矩阵理论，对于非负定方阵有如下所示的上界 
1

11 1 1 11

1

1

N

N NN N NN









  
  

   
     

A A A

A A A

                   （5.13-8） 

1
1, 0 1

N

i ii
 


                                （5.13-9） 

因此，由式（5.13-6）可得 
(11) (1 ) (11) 1 (11) (11) T

/ 1 / 1 / 1 1 1 / 1

( 1) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) T

/ 1 / 1 / 1 1 / 1

(1) 1

1 1 1

( ) 1

1

( )

( )

N

k k k k k k k k k

N NN NN NN NN

k k k k k k N k k k

k k

N

k N k











    



    



 



 

       
       

       
       
       

 
 

  
 
 

P P Φ P Φ

P P Φ P Φ

Γ Q

Γ Q

(1) T

1

( ) T

1 1

( )

( )

k

N

k





   
   
   
   
   

Γ

Γ

（5.13-10） 

这说明，如果在上式中取等号，即适当放大状态预测误差方差阵，则可分离出各状态拷贝的状态误差均

方差阵时间更新，即 
( ) 1 ( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1

( )

/ 1

[ ( ) ( ) ]ii ii ii ii i i

k k i k k k k k k k k

ij

k k

i j

i j

 

      



   




P Φ P Φ Γ Q Γ

P 0
              （5.13-11） 

接下来，计算滤波增益 
(11) (1 ) (11) (1) T

/ 1

( 1) ( ) ( ) ( ) T

/ 1

(1) (11) (1) T (1)

/ 1

( ) ( ) ( ) T ( )

/ 1

( )

( )

( )

(

( )

N

k k k k k

N NN NN N

k k k k k

k k k k k

N NN N N

k k k k k









     
     

      
     
     

       
       

       
       
       

K K P H

K K P H

H P H R

H P H R

1

(11) (1) T (1) (11) (1) T (11) 1

/ 1 / 1

( ) ( ) T ( ) ( ) ( ) T ( ) 1

/ 1 / 1

)

( ) [ ( ) ]

( ) [ ( ) ]

k k k k k k k k

NN N N NN N NN

k k k k k k k k





 



 

 
 

  
  

P H H P H R

P H H P H R

 

（5.13-12） 

可见当 ( )

/ 1

ij

k k P 0时，滤波增益也是可分离的，即 ( ) ( , =1,2, , ; )ij

k i j N i j K 0 。 

再计算状态均方误差阵的量测更新 
(11) (1 ) (11) (1) (11)

/ 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 1

(11) (1) (11)

/ 1

( ) ( ) ( )

/ 1

( )

( )

( )

N

k k k k k k

N NN NN N NN

k k k k k k

k k k k

NN N NN

k k k k









       
       

        
       
       

 
 

  
  

P P K H P

I

P P K H P

I K H P

I K H P

    （5.13-13） 

即 
( ) ( ) ( ) ( )

/ 1

( )

( )ii ii i ii

k k k k k

ij

k

i j

i j


   




P I K H P

P 0
                        （5.13-14） 

这表明各状态拷贝之间不存在相关性。 
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此外，若计算模型（5.13-4）和（5.13-5）的状态预测和估计，有 
(1) (11) (1)

/ 1 / 1 1

( )( ) ( )
/ 1/ 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

k k k k k

NNN N
k kk k k

  

 

    
    

    
    

    

X Φ X

ΦX X

                         （5.13-15） 

(1) (1) (11) (1) (1) (1)

/ 1 / 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ

( )

ˆ ˆ ˆ

k k k k k k k k

NN N NN N N
k k kk k k k k

 

 

          
          

            
          

          

X X K Z H X

K Z HX X X

      （5.13-16） 

即 
( ) ( ) ( )

/ 1 / 1 1
ˆ ˆi ii i

k k k k k  X Φ X                                    （5.13-17） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )i i ii i i i

k k k k k k k k   X X K Z H X                           （5.13-18） 

这说明状态预测和估计也可以分离成每份拷贝单独执行。 

最后，由于各状态拷贝之间互不相关，可以利用公式（）对它们进行信息融合，得 
1 (11) 1 (22) 1 ( ) 1

(11) 1 (1) (11) (1) T ( ) 1 ( ) ( ) ( ) T

/ 1 / 1

(11) 1 ( ) 1 (1) (11) (1) T ( ) ( ) ( ) T

/ 1 / 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g NN

k k k k

NN N NN N

k k k k k k k k k k

NN N NN N

k k k k k k k k k k

   

 

 

 

 

   

          

       

P P P P

P H R H P H R H

P P H R H H R H

1
( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) T ( ) ( ) ( ) T

/ 1 1 / 1 1 1 11 1

1
( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) T ( ) ( ) ( ) T

/ 1 1 / 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N Nii ii ii i i i ii i

i k k k k k k k k k k ki i

Nii ii ii i i i ii i

k k k k k k k k k k ki




      



      

  

    

    

 



Φ P Φ Γ Q Γ H R H

Φ P Φ Γ Q Γ H R H

     （5.13-19） 

 

( ) 1 ( )

1

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 11

( ) 1 ( ) ( ) T ( ) 1 ( ) ( ) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1 11

( ) 1

ˆ ˆ( )

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

Ng g ii i

k k k ki

Ng ii ii i i ii i

k k k k k k k ki

Ng ii ii i ii i g ii i ii i

k k k k k k k k k k k k ki

g ii

k ki









  

 





   
 

    









X P P X

P P I K H X K Z

P P I P H R H Φ X P H R Z

P P 
 

( ) T ( ) 1 ( ) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1 11 1 1

( ) T ( ) 1 ( ) ( ) T ( ) 1 ( )

/ 1 11 1

ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( )

N N Ng i ii i g g i ii i

k k k k k k k k k k ki i

N Ng i ii i g g i ii i

k k k k k k k k k k ki i

 

   

 

  

  
 

   
 

  

 

P H R H Φ X P H R Z

I P H R H Φ X P H R Z

（5.13-20） 

这显示经分散滤波和融合后的方差阵 g

kP 与序贯滤波式（5.13-3）的状态均方差阵
kP 结果一致。 

需要注意的是，由方差阵更新公式 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) T

/ 1( ) ( ) ( )ii ii i ii i

k k k k k k

 

 P P H R H 可知，式（5.13-11）中 ( )

/ 1

ii

k kP 扩

大了 1

i
 倍，但 ( )ii

kP 并不正好扩大 1

i
 倍，并且 ( )ii

kP 不是最优状态估计均方差阵，相应的 ( )ˆ i

kX 也不是状态

kX 的最优估计。但经过信息融合之后， g

kP 和 ˆ g

kX 均是最优的，可作为下一步滤波的初始值使用（重置）。

将序贯滤波转化为了N 个分散的子滤波器，如图所示。 
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1k k 

 ( ) ( ) ( )

/ 1 / 1 1
ˆ ˆi ii i

k k k k k  X Φ X

 
( ) 1 ( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1[ ( ) ( ) ]ii ii ii ii i i

k k i k k k k k k k k 

       P Φ P Φ Γ Q Γ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )i i ii i i i

k k k k k k k k   X X K Z H X

 
( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) ( ) T ( ) 1

/ 1 / 1( ) [ ( ) ]ii ii i i ii i ii

k k k k k k k k k



  K P H H P H R

 
( ) ( ) ( ) ( )

/ 1( )ii ii i ii

k k k k k P I K H P

  

 ( ) ( )

1 1 1 1
ˆ ˆ ,i g ii g

k k k k    X X P P

 1
( ) 1 ( ) ( ) 1

1 1

ˆ ˆ( ) , [ ( ) ]
N Ng g ii i g ii

k k k k k ki i


 

 
  X P P X P P

 
分散滤波 

1 1,g

k k P Q 表示状态方程的信息量，每个子滤波器分配到 1 1

1 1,g

i k i k  

 P Q ，总和保持不变，若不进行

分配将会存在信息重复利用问题； ( )ii

kR 表示量测方程的信息量，量测信息在每个子滤波器中都是单独使

用的，不存在重复利用问题。 

2 联邦滤波 

假设有N 个子滤波器，状态空间模型如下 
( ) ( ) ( ) ( )

/ 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

i i i i

k k k k k k

i i i i

k k k k

   
  


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                           （5.13-21） 

其中 
T

( ) ( ) ( ) T ( )

( ) T

E[ ] , E[ ] δ

E[ ] , E[ ( ) ] δ

E[ ( ) ]

k k j k kj

i i i i

k k j k kj

i

k j

  


 




W W W Q

V V V R

W V

0

0

0

                   （5.13-22） 

( )

( )

( )

c

i k

k bi

k

 
  
 

X
X

X
                                  （5.13-23） 

( )c

kX 是所有子滤波器共有的公共状态， ( )bi

kX 是第 i个子滤波器的专有状态。 

在联邦滤波中，只针对公共状态进行重置和融合。假设 1k  时刻第 i个子滤波器的状态估计及其均

方误差阵分别为 
( )

1( )

1 ( )

1

ˆ
ˆ

ˆ

c

ki

k bi

k







 
  
  

X
X

X

，   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) T 1 1

1 1 1 ( ) ( )

1 1

ˆ ˆE[ ( ) ]
ci cibi

i i i k k

k k k bici bi

k k

 

  

 

 
   

 

P P
P X X

P P
              （5.13-24） 

各子滤波器经过信息融合为 
1

( ) 1 ( ) ( ) 1

1 1 1 1 1 11 1

ˆ ˆ( ) , [ ( ) ]
N Ng g ci c g ci

k k k k k ki i


 

      
  X P P X P P                 （5.13-25） 

则在 k 时刻，滤波初值选择为 

1( ) '

1 ( )

1

ˆ
ˆ

ˆ

g

ki

k bi

k







 
  
  

X
X

X

，    
( )

( ) ' 1 1

1 ( ) T ( )

1 1

g cibi

i k k

k bici bi

k k

 



 

 
  
 

P AP
P

P A P
                    （5.13-26） 

其中 A满足 
( ) T

1 1

ci g

k k AP A P                                    （5.13-27） 

联邦滤波公式总结如下： 
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( )
1( ) ' ( ) ' 1 1

1 1 ( ) T ( )( )
1 11

ˆ
ˆ ,

ˆ

g g cibi
ki i k k

k k bici bibi
k kk

  

 

 

   
    
    

X P AP
X P

P A PX

 

( ) ( ) ( ) '

/ 1 / 1 1
ˆ ˆi i i

k k k k k  X Φ X  

( ) 1 ( ) ( )' ( ) T ( ) ( ) T
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       P Φ P Φ Γ Q Γ  

( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) ( ) T ( ) 1

/ 1 / 1( ) [ ( ) ]i i i i i i i

k k k k k k k k k



  K P H H P H R  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )i i ii i i i

k k k k k k k k   X X K Z H X  

( ) ( ) ( ) ( )

/ 1( )i i i i

k k k k k P I K H P  

1
( ) 1 ( ) ( ) 1

1 1 1 1 1 11 1

ˆ ˆ( ) , [ ( ) ]
N Ng g ci c g ci

k k k k k ki i


 

      
  X P P X P P  

联邦滤波器一般结构 

 
主滤波器状态空间模型 

( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )

m m

k k k

m m m

k k k

 
  


 

X I X W

Z X V

0

0
                           （5.13-28） 

且 ( ) ( )m c

k kX X ，主滤波器滤波方程为 

( ) ( )

/ 1 1
ˆ ˆ ˆm m g

k k k k  X X X  

( ) ( ) 1

/ 1 1

m m g

k k k m k 

  P P P  

几种结构 

1） 0, 1/m i N    

2） 1/ ( 1)m i N     

3） 1, 0m i    

5.14 滤波的稳定性与可观测度分析 

1 随机可控性与随机可观性 

假设随机系统模型 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                          （5.14-1） 

各符号含义详见式（5.2-1），这里不再赘述。 

（1）随机可控性 

如果对于时刻 j ，存在正整数 N ，使得 
1 T T

/ 1 1/ 1/ / 1( , ) 0
j N

j N i i i i i i j N ii j
j j N

 

     
  Λ Φ Γ Q Γ Φ                 （5.14-2） 

则称系统（5.14-1）在 j 时刻是完全随机可控的， ( , )j j NΛ 称为随机可控性格莱姆矩阵。 

由状态方程可得 
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/ / 1/

j N

j N j N j j j N i i i ii j



   
 X Φ X Φ Γ W                    （5.14-3） 

将上式右端第一项移到左端，再两边同时求方差，有 
T

/ /

T

/ 1/ / 1/

T T

/ 1/ 1/ /

E ( )( )

E ( )( )

( , )

j N j N j j j N j N j j

j N j N

j N i i i i j N i i i ii j i j

j N

j N i i i i i i j N ji j
j j N

   

 

    



   

   

 
 

  

 



X Φ X X Φ X

Φ Γ W Φ Γ W

Φ Γ Q Γ Φ Λ

              （5.14-4） 

由于
iW 是正态分布的噪声向量序列，则

/j N j N j j X Φ X 也是正态分布的，由 ( , ) 0j j N Λ 可知，从任

意给定的状态
jX 出发，使得

j N X 的概率为正，即 { >0j NP  X  ，这便是完全随机可控的含义。对

于定常线性随机系统，完全随机可控意味着从任意给定的状态
jX 出发，总能够以正概率到达任何状态

j NX 。 

如果系统在任意时刻都是完全随机可控的，则称系统为一致完全随机可控的。 

（2）随机可观性 

令 
* 1 T T 1

/( , )
j N

j i j i i ii j
j j N

 


  X Θ Φ H R Z                       （5.14-5） 

其中，定义矩阵 
T T 1

/ /( , )
j N

i j i i i i ji j
j j N

 


 Θ Φ H R H Φ                       （5.14-6） 

对式（5.14-5）两边同时求期望，有 
* 1 T T 1

/

1 T T 1

/

E[ ] ( , ) E[ ]

( , ) E[ ]

j N

j i j i i ii j

j N

i j i i i ii j

j j N

j j N

 



 



 

 





X Θ Φ H R Z

Θ Φ H R H X

                  （5.14-7） 

考虑到
/ / 1/

i

i i j j i j m m mm j 
 X Φ X Φ Γ W ，则有 

* 1 T T 1

/ / / 1/

1 T T 1

/ /

E[ ] ( , ) E

( , ) E[ ] E[ ]

j N i

j i j i i i i j j i j m m mi j m j

j N

i j i i i i j j ji j

j j N

j j N

 

 

 



   
 

  

 



X Θ Φ H R H Φ X Φ Γ W

Θ Φ H R HΦ X X

     （5.14-8） 

这说明，当 ( , ) 0j j N Θ 时，由式（5.14-5）构造的 *

jX 是 j 时刻状态
jX 的线性无偏估计（注意不一定

是最小方差），这是随机可观测性的含义；如果 ( , )j j NΘ 非正定，则由量测无法实现
jX 的线性无偏估

计。式（5.14-6）中的 ( , )j j NΘ 称为随机可观性格莱姆矩阵。 

不难发现，式（5.14-2）和（5.14-6）分别与确定性系统的可控性和可观性格莱姆矩阵的构造方式

是非常相似的（可参考附录 C）。实际上，确定性系统的格莱姆矩阵可以看作是随机系统中当
i Q I 且

i R I 时的特殊情形。对于 Kalman 滤波随机系统，往往要求
iR 是正定的，随机可观性的分析结论与对

应确定性系统的完全一致；但随机系统中仅要求
iQ 非负定，因而随机可控性结论与对应确定性系统的可

能不一致。 

特别地，如果随机系统（5.14-1）是定常的，将
/ 1 1, , , ,k k k k k k Φ Γ H Q R 分别简记为 , , , ,Φ Γ H Q R，则

完全随机可控性和完全随机可观性格莱姆判据可分别等价于如下秩判据 
1 1 1 1
2 2 2 21 2 1rank n n  

 
ΓQ Φ ΓQ Φ ΓQ Φ ΓQ               （5.14-9） 
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1
2

1
2

1
2

1
2

1

2

1

rank

n

n







 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

R H

R HΦ

R HΦ

R HΦ

                           （5.14-10） 

其中，n 是系统状态
kX 的维数。 

2 稳定性分析 

针对随机系统模型 

/ 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

    


 

X Φ X Γ W

Z H X V
                          （5.14-11） 

对其作 Kalman 滤波的状态滤波方程为 

/ 1 1 / 1 1

/ 1 1

/ 1 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ( )

ˆ

k k k k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

   

 

 

  

  

 

X Φ X K Z H Φ X

I K H Φ X K Z

G X K Z

                     （5.14-12） 

上式滤波方程可重新视为一个时变的线性系统（状态估计器），状态为 ˆ
kX ，一步转移矩阵为

/ 1 / 1( )k k k k k k  G I K H Φ ，输入为
kZ 。在原系统（5.14-1）的参数

/ 1k kΦ 、
kH 、

kQ 和
kR 已知并且滤波

初值
0P 给定之后，滤波增益

kK 和一步转移矩阵
/ 1k kG 也随之确定。状态估计器与确定性系统的状态观测

器不同，即使随机系统是定常的，状态估计器一般是时变的。 

在式（5.14-12）中，如果对于任意给定的两个初始状态 1

0X̂ 和 2

0X̂ ，总有 
1 2ˆ ˆlim 0k k

k
 X X                              （5.14-13） 

则称滤波系统（5.14-12）是稳定的，此即李雅普诺夫意义下的渐进稳定性含义。上式显示状态估计渐进

不受滤波初值的影响，不论如何设置初值，在经历足够长的时间后都将得到一致的滤波结果。 

众所周知，线性系统的稳定性判别与输入无关，对于线性定常系统，其稳定的充要条件是一步转移

矩阵的特征根都在单位圆内，且 0 为平衡状态。但是，滤波系统（5.14-12）往往是时变的，不能使用这

一判别条件。如果使用李雅普诺夫稳定性判别理论，滤波系统（5.14-12）稳定的充要条件是：对于任意

给定的对称矩阵 0k B ，存在实对称矩阵 0k A ，满足矩阵方程 T

/ 1 / 1 1 1k k k k k k k     G A G A B ，且二次型

函数 Tˆ ˆ ˆ( , )k k k kv k X X A X 为系统的李雅普诺夫函数。根据 Kalman 滤波公式，这里一步转移矩阵
/ 1k kG 表

达式比较复杂，几乎不可能求解出李雅普诺夫函数。因此，希望直接通过原系统（5.14-11）的性质来直

接判断滤波器（5.14-12）的稳定性。应该注意到，这里讨论的是滤波器（5.14-12）的稳定性，而不是

指系统（5.14-11）的稳定性，实际上 Kalman 滤波可应用于非平稳系统，因此系统（5.14-11）可以是

不稳定的。 

以下直接给出滤波器（5.14-12）稳定判别的三个充分条件（满足任何一个即可）： 

①系统（5.14-11）一致完全随机可控并且一致完全随机可观； 

②系统（5.14-11）推广形式随机可控并且一致完全随机可观； 

③对于定常系统，系统（5.14-11）完全随机可稳定并且完全随机可检测。 

下面再给出充分条件中涉及到的推广形式随机可控、完全随机可稳定和完全随机可检测的基本概

念。 

推广形式可控阵定义为 
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1T T T

/ / / 1 1/ 1/ / 1

T

/ /

( , )

( , )

j N

j N j j j N j j N i i i i i i j N ii j

j N j j j N j

j j N

j j N

 

       

 

  

  

Λ Φ PΦ Φ Γ Q Γ Φ

Φ PΦ Λ

          （5.14-11） 

通常情况下滤波选取初值
0 0P ，则由以下滤波均方差阵递推公式 

T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1 0k k k k k k k k k k        P Φ P Φ Γ Q Γ  

T T

/ 1( ) ( ) 0k k k k k k k k k k    P I K H P I K H K R K  

可判断在式（5.14-11）中总有 0j P ，因而推广形式可控阵 ( , )j j NΛ 总是正定的，这样在使用条件②

时，一般只需考虑系统的一致完全随机可观性即可。 

完全随机可稳定是指：系统经过可控性分解后，分为可控部分和不可控部分，其中不可控部分是稳

定的。 

完全随机可检测是指：系统经过可观性分解后，分为可观部分和不可观部分，其中不可观部分是稳

定的。 

最后，给出一个简单的例子，以加深对滤波器稳定性判别的直观理解。 

考虑线性定常系统 

1 1k k k

k k k

X X W

Z X V

   


 

 

其中：
kW 和

kV 均为零均值白噪声、方差分别为 0Q  和 0R  ，且两者间不相关。根据 Kalman 滤波方

程（5.14-29），得 

/ 1 1
ˆ ˆ

k k kX X                                      （1） 

2

/ 1 1k k kP P Q                                    （2） 

2

/ 1 1

2

/ 1 1

k k k
k

k k k

P P Q
K

P R P Q R




 

 


 

  
                           （3） 

/ 1 / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (1 )k k k k k k k k k k k kX X K Z X K X K Z                         （4） 

/ 1
/ 1 / 1

/ 1

(1 ) (1 )k k
k k k k k k k

k k

P
P K P P RK

P R


 



    


                   （5） 

按式（5.14-10）知该定常系统完全随机可观，所以以下主要从可控性角度讨论系统的滤波稳定性： 

（1）若 0Q  ，系统完全随机可控的，按判别条件①滤波器稳定； 

（2）若 0Q  、
0 0P  ，系统推广形式随机可控，按判别条件②滤波器稳定； 

（3）若 0Q  、
0 0P  、 1  ，如按可控性分解，状态方程可以看作只含一个不可控的子系统，但

它是稳定的，按判别条件③滤波稳定；由式（3）得 0kK  ，量测的修正作用消失，但 1  ，不论状态

取何初值，状态都会收敛至 0。 

（4）若 0Q  、
0 0P  、 1  ，不满足三个判别条件中的任何一个，不能判断滤波器是否稳定。由

式（3）得 0kK  ，量测的修正作用消失，事实上，这时系统状态方程相当于是确定性方程，状态依赖

于初始值，由
1

ˆ ˆ
k kX X  可见，当 1  时状态估计是不稳定的。 

前述判断滤波器稳定的条件是充分条件，有时过于苛刻：若满足充分条件，则可以肯定滤波器是稳

定的；若不满足充分条件，则还不能判断滤波器是否稳定。前面举的只是比较简单的例子，然而，对于

高维的时变的复杂系统，使用稳定判别条件往往是非常困难的。在实际应用 Kalman 滤波时，一般没有

必要在理论上进行稳定性分析，况且现实系统的工作时间总是有限的，不会出现绝对稳定的情形，在有

限时间内滤波结果或多或少会受初值的影响。下面使用滤波协方差分析方法来分析 Kalman 滤波的实际

估计效果，具有很强的实用性。 

3 基于均方差阵的可观测度分析方法 



 

139 
 

式（5.14-6）只给出了随机系统状态的可观性的定性定义，即使结合滤波稳定判别条件，也不能定

量描述实际的 Kalman 滤波估计效果。 

如果系统建模准确，卡尔曼滤波均方误差阵
kP 反映了各状态之间的协方差，其中对角线元素为对应

状态分量的估计误差或精度。因此，从
kP 随时间的变化过程中可以看出状态估计精度的变化情况，对角

线元素的变化幅度，正好定量描述了对应状态分量估计效果的强弱程度，特别针对时变系统，
kP 的变化

曲线还可用于分析系统机动参数对状态估计的影响，或有助于改进系统设计。 

在 Kalman 滤波中，均方误差阵
kP 仅与

0P 、
kQ 和

kR 有关，而与状态初值
0X 及量测

kZ 无关，因而，

下面只需分析
0P 、

kQ 和
kR 对

kP 的影响。 

Kalman 滤波均方误差阵的预测及更新公式重写如下 
T T

/ 1 / 1 1 / 1 1 1 1k k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ                       （5.14-12a） 

T T

/ 1( ) ( )k k k k k k k k k k   P I K H P I K H K R K                    （5.14-12b） 

将式（5.14-12a）代入式（5.14-12b），可得 
T T

/ 1

T T T T

/ 1 1 / 1 1 1 1

T T T T

/ 1 1 / 1 1 1 1

T

T

/ 1 1 / 1 / 1 1 /

( ) ( )

( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k

k k k k k k k k k k



     

     

    

   

    

     



 

P I K H P I K H K R K

I K H Φ P Φ Γ Q Γ I K H K R K

I K H Φ P Φ I K H I K H Γ Q Γ I K H

K R K

A P A B Q B
T T

1 k k k  K R K

  （5.14-13） 

其中记 

/ 1 / 1

/ 1 1

( )

( )

k k k k k k

k k k k k

 

 

  


 

A I K H Φ

B I K H Γ
                        （5.14-14） 

根据式（5.14-13），下标 k 往前递推一步（即 1; / 1 1/ 2; 1 2k k k k k k k k         ），有 
T T T

1 1/ 2 2 1/ 2 1/ 2 2 1/ 2 1 1 1k k k k k k k k k k k k k k               P A P A B Q B K R K              （5.14-15） 

将式（5.14-15）代入式（5.14-3），并不断往前递推，不难得到 
T T T T T

/ 1 1/ 2 2 1/ 2 1/ 2 2 1/ 2 1 1 1 / 1 / 1 1 / 1

T

T T T T T

/ 1 1/ 2 2 1/ 2 / 1 / 1 1/ 2 2 1/ 2 / 1 / 1 1 / 1

/ 1

( )

( )

(

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k

                 

                



   



  



P A A P A B Q B K R K A B Q B

K R K

A A P A A A B Q B A B Q B

A K
T T T

1 1 1 / 1

T T T

/ 1 2/1 1/0 0 1/0 2/1 / 1

T T T T T T

/ 1 2/1 1/0 0 1/0 2/1 / 1 / 1 3/2 2/1 1 2/1 3/2 / 1

T

/ 1 1 / 1

T T

/ 1 2/1 1 1 1 2/1 /

)

( )

( ) ( )

( )

(

k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

k k k k

   

 

   

  







 

  

 

R K A K R K

A A A P A A A

A A B Q B A A A A B Q B A A

B Q B

A A K R K A A
T T T T

1 / 1 3/2 2 2 2 3/2 / 1

T

T T T

/0 0 /0 / 1 1 / 1 / /1 1

) ( )

( )

( ) ( )

k k k k

k k k

k k

k k k i i k i k i i k ii i

  

   

  

 

   

A A K R K A A

K R K

A P A B Q B K R K

 （5.14-16） 

其中记 

/0 / 1 2/1 1/0

/ 1 / 1 1/ / 1

/ / 1 1/

,

( 1,2,3, , )

k k k

k i k k i i i i

k i k k i i i

i k



   

 

 


 




A A A A

B A A B

K A A K

             （5.14-17） 

一般情况下，
0P 、

1iQ 及
iR 均为对角矩阵（若不为对角矩阵则总可以作 U-D 对角化分解，后续分析
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原理完全相同），可假设成如下形式 

(11) (11)

(22) (22)

( )1

( ) ( )

00

00
diag =diag diag diag

0 0

p

jjj

pp pp

Y Y

Y Y

Y Y



      
      
          
      
         

      

Y Y       （5.14-18） 

其中，
0 1, ,i iY P Q R 对应 , ,p n l m ，

( )jjY 表示对角阵Y 的第 j 行 j 列元素，
( )jjY 表示第 j 行 j 列元素为

( )jjY

而其它元素全为 0 的矩阵。 

根据式（5.14-18），式（5.14-16）可改写为 

T T T

/0 0( ) /0 / 1 1( ) / 1 / ( ) /1 1 1 1 1

(: ) (: ) T T T

0( ) /0 /0 / 1 1( ) / 1 / ( ) /1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

1 1

( )

n k l k m

k k jj k k i i jj k i k i i jj k ij i j i j

n l k m kj j

jj k k k i i jj k i k i i jj k ij j i j i

n lj j j

k k kj j j

P

      

      

  

  

  

  

    

    

 

P A P A B Q B K R K

A A B Q B K R K

P Q R
1

m



   （5.14-19） 

其中 
( ) (: ) (: ) T

0( ) /0 /0

( ) T

/ 1 1( ) / 11

( ) T

/ ( ) /1

( )j j j

k jj k k

kj

k k i i jj k ii

kj

k k i i jj k ii

P

  



 












P A A

Q B Q B

R K R K

                           （5.14-20） 

注意到，
/0kA 、 ( )j

kQ 和 ( )j

kR 都是n n 维方阵，它们分别有如下递推计算公式 

/0 / 1 2/1 1/0 / 1 1/0k k k k k k   A A A A A A                         （5.14-21a） 

( ) T T

/ 1 1( ) / 1 / 1 1/ / 1 1( ) / 1 1/ / 11 1

1 T T

/ 1 1/ / 1 1( ) / 1 1/ / 1 / 1 1( ) / 11

/ 1 1/ 2 1/ / 1 1(

( )

( )

k kj

k k i i jj k i k k i i i i i jj k k i i i ii i

k

k k i i i i i jj k k i i i i k k k jj k ki

k k k k i i i i i j

          



         

     

 

 



 



Q B Q B A A B Q A A B

A A B Q A A B B Q B

A A A B Q
1 T T

) 1/ 2 1/ / 1 / 11

(: ) (: ) T

1( ) / 1 / 1

( ) T (: ) (: ) T

/ 1 1 / 1 1( ) / 1 / 1

( )

( )

( )

k

j k k i i i i k ki

j j

k jj k k k k

j j j

k k k k k k jj k k k k

Q

Q



    

  

     

  
 

 

 A A B A

B B

A Q A B B

  （5.14-21b） 

( ) ( ) T (: ) (: ) T

/ 1 1 / 1 ( ) ( )j j j j

k k k k k k k jj k kR   R A R A K K                       （5.14-21c） 

其中， (: )

/ 1

j

k iB 表示矩阵
/ 1k iB 的第 j 列向量（ 1,2, ,j l ），而 (: )

/

j

k iK 表示矩阵
/k iK 的第 j 列向量

（ 1,2, ,j m ）；初值
0/0 A I 、 ( )

0

j Q 0、 ( )

0

j R 0。 

由式（5.14-19）可见， ( )j

kP 、 ( )j

kQ 和 ( )j

kR 之间是互不相关的（有误），它们分别表示初始状态均方

误差（可视为状态的初始不确定性噪声）分量
0( )jjP （ 1,2, ,j n ）、系统噪声分量

1( )i jjQ 

（ 1,2, , ; 1,2, ,i k j l  ）及量测噪声分量
( )i jjR （ 1,2, , ; 1,2, ,i k j m  ）对滤波 k 时刻状态估计的

均方差阵
kP 的贡献，所有 ( )n l m  个分量的贡献之和组成了总均方差阵

kP 。因此，可称式（5.14-19）

为 Kalman 滤波精度影响因素的独立性分解公式，可用于定量评价各种噪声分量对 Kalman 滤波状态估

计的影响程度，定义各因素贡献的百分比如下： 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

100% 1,2, ,

100% 1,2, ,

100% 1,2, ,

j

k ssj

s

k ss

j

k ssj

s

k ss

j

k ssj

s

k ss

P
p j n

P

Q
q j l

P

R
r j m

P


  





  


   



                （5.14-22） 

式中，右下标“ ( )ss ”均表示相应矩阵的第 s 行 s 列元素。根据上式，可构造出如表 5.14-1 所列的表格，其
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中第二列共含 ( )n n l m   个数据信息，它为定量分析各因素对滤波估计的影响程度提供了依据。 

表 5.14-1  状态估计影响因素分析 

状态分量 影响因素及百分比 合计 
(1)

(2)

( )

ˆ

ˆ

ˆ

k

k

n

k

X

X

X

 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

n l m

n l m

n l m

n n n n n n n n n

p p p q q q r r r

p p p q q q r r r

p p p q q q r r r

 

100%

100%

100%

 

 
 

所如果  T

/0 0( ) /0 ( )k jj k ll
A P A 趋于零，则表示初始状态误差的影响逐渐消失（滤波收敛？） 

 

解决办法： 

1）进行可控和可观性分解，去除不可观和不可控的状态（但对于时变系统很难）； 

2）取初始方差阵
0 0P  ，对于可观测性强的状态，对应元素可以取很大值；对于可观测性弱的，不

宜取得太大，过大容易引起滤波过程中的波动。对于可观测性弱的状态估计结果尽量“留而不用”。 
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第 6 章  初始对准及组合导航技术 ............................................................................... 142 

6.1 捷联惯导粗对准 ...................................................................................................................... 142 

6.1.1 矢量定姿原理 ........................................................................................................................... 142 

6.1.2 解析粗对准方法........................................................................................................................ 144 

6.1.3 间接粗对准方法........................................................................................................................ 147 

6.2 捷联惯导精对准 ...................................................................................................................... 148 

6.3 惯性/卫星组合导航 ................................................................................................................ 152 

6.3.1 空间杆臂误差 ........................................................................................................................... 152 

6.3.2 时间不同步误差........................................................................................................................ 153 

6.3.3 状态空间模型 ........................................................................................................................... 154 

6.4 车载惯性/里程仪组合导航 ...................................................................................................... 154 

6.4.1 航位推算算法 ........................................................................................................................... 154 

6.4.2 航位推算误差分析.................................................................................................................... 156 

6.4.3 惯性/里程仪组合 ...................................................................................................................... 159 

6.5 低成本姿态航向参考系统（AHRS） ......................................................................................... 162 
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6.1 捷联惯导粗对准 

惯导系统初始对准就是确定参考导航坐标系的一个过程。惯导系统刚上电启动时，其载体坐标系相

对于参考导航坐标系的各轴指向完全未知或不够精确，无法立即进入导航状态，因此必须先确定载体坐

标系相对于导航坐标系的空间方位，从惯导的角度看这等效于寻找参考导航坐标系的一个过程。以地理

坐标系作为参考坐标系为例，它的三轴指向分别是东向、北向和天向，其中天向是根据重力加速度定义

的，有了天向也就等效于确定了水平面，在水平面上寻找东向和北向需要测定地球自转信息，因为北向

是根据地球自转轴定义的。因此，重力加速度和地球自转角速度是惯导自对准的外界参考信息。由于实

际惯导系统惯性器件存在测量误差，导致其确定的导航坐标系也会产生误差。 

6.1.1 矢量定姿原理 

1 双矢量定姿 

在三维空间中有两个直角坐标系 r 系和b 系，已知两个不共线的参考矢量
1V 和

2V ，它们在两坐标下

的投影坐标分别记为
1

r
V 、

2

r
V 、

1

b
V 和

2

b
V ，通过已知投影坐标求解b 系和 r 系之间的方位关系问题，称为

双矢量定姿。 

两坐标系间方位关系可用方向余弦阵（姿态阵）来描述，记为 r

bC 。显然，两矢量在不同坐标系下，

存在如下转换关系式 

1 1

r r b

bV C V                                   （6.1-1） 

2 2

r r b

bV C V                                   （6.1-2） 
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上述两式中共含有 6 个标量方程，为了方便求解 r

bC ，再构造一个向量等式（含 3 个标量方程），构造的

方法是将式（6.1-1）叉乘式（6.1-2），得辅助矢量等式 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r b r b r b b

b b b    V V C V C V C V V                      （6.1-3） 

将前述三式合并在一起，写成矩阵形式，得 

1 2 1 2 1 2 1 2

r r r r r b b b b

b
        V V V V C V V V V                  （6.1-4） 

由于矢量
1V 和

2V 不共线，因而
1

b
V 、

2

b
V 和

1 2

b bV V 三者必定不共面，即
1 2 1 2

b b b b  V V V V 可逆，由式

（6.1-4）可直接解得 
1

1 2 1 2 1 2 1 2

r r r r r b b b b

b



        C V V V V V V V V                  （6.1-5） 

考虑到 r

bC 是单位正交阵，有
1

T( )r r

b b



   C C ，上式两边同时转置后再求逆，不难得到 

1
T T

1 1

T T

2 2

T T

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r b

r r b

b

r r b b



   
   

    
       

V V

C V V

V V V V

                          （6.1-6） 

式（6.1-6）是求解双矢量定姿问题的比较简单的算法，等式右边两个矩阵中的每一行向量均表示相应矢

量（含辅助矢量）在两坐标系的投影坐标，只要三个行向量不共面即可。然而，实际中
1

r
V 、

2

r
V 、

1

b
V 和

2

b
V 中的某些甚至所有值是由测量设备提供的，存在一定的测量误差，对于矢量误差往往既包含幅值误差

又包含方向误差，使得按式（6.1-6）求解的姿态阵并不能严格满足单位正交化要求。 

针对式（6.1-6）进行改进，一种思路是预先对参与解算的所有矢量作正交及单位化处理。图 6.1-1

给出了由测量矢量
1

b
V 和

2

b
V 求解三个单位正交矢量 1

1

b

b

V

V
、 1 2

1 2

b b

b b





V V

V V
和 1 2 1

1 2 1

b b b

b b b

 

 

V V V

V V V
的几何示意图。注意，

图中
1

b
V 被选为主矢量，选择主矢量的原则通常是选择两个矢量中的重要性较大者（或者测量误差较小

者）。 

1

b
V

2

b
V

1 2

1 2

b b

b b





V V

V V

1 2 1

1 2 1

b b b

b b b

 

 

V V V

V V V

1

1

b

b

V

V

 
图 6.1-1  由两个非共线矢量构造三个正交规范化矢量 

类似的，由
1

r
V 和

2

r
V 可求得 1

1

r

r

V

V
、 1 2

1 2

r r

r r





V V

V V
和 1 2 1

1 2 1

r r r

r r r

 

 

V V V

V V V
，再根据式（6.1-6），构造姿态阵如下 

1

T T1 1

1 1

T T1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1

T T1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

( ) ( )

ˆ ( ) ( )

( ) ( )

r b

r b

r r b b r r r
r

b r r b b r r

r r r b b b

r r r b b b



   
   
   
   

     
      
   
      
   
       
   

V V

V V

V V V V V V V
C

V V V V V V

V V V V V V

V V V V V V

T1

1

T1 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2

T1 2 1

1 2 1

( )

( )

( )

b

b

r r r b b

r r r r b b

b b b

b b b

 
 
 
 

    
         

  
 
   
 

V

V

V V V V V

V V V V V V

V V V

V V V

 

                  （6.1-7） 

上式中， ˆ r

bC 自然满足单位正交化条件。 

2 多矢量定姿 

假设三维空间中有 ( 2)m m  个不共面的矢量，在b 系和 r 系中同时对这些矢量进行测量，由于存在
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测量误差，它们只能近似满足如下变换关系 
r r b

i b iV C V        ( 1,2, )i m                       （6.1-8） 

多矢量定姿问题就是求解满足上式的最优姿态变换阵 r

bC 。 

为了定量描述“最优”性能，这里构造指标函数 
2

*

1

1
( ) min

2

mr r r b

b i i b ii
J w


  C V C V                         （6.1-9） 

其中，
iw 为已知的加权系数，一般有

1
1

m

ii
w


 ； r r b

i b iV C V 反映的是两坐标系中测量的不一致性误差。

式（6.1-9）所谓的“最优”的含义就是使测量误差的加权平方和达到最小。 

现对误差平方和进行如下等价变形 
2

T

T T T

2
T T T T T

2 2
T

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( )

r r b r r b r r b

i b i i b i i b i

r b r r r b

i i b i b i

r r r b b r r b r r b

i i b i i b i i b b i

r b r r b

i i i b i

   

    

   

  

V C V V C V V C V

V V C V C V

V V C V V C V V C C V

V V V C V

       （6.1-10） 

将式（6.1-10）代入式（6.1-9），得 

2
*

1

2 2
T

1 1

1
( )

2

1
( ) ( )

2

mr r r b

b i i b ii

m mr b r r b

i i i i i b ii i

J w

w w



 

 

  



 

C V C V

V V V C V

                  （6.1-11） 

当所有测量值采集给定之后，上式右边第一项
2 2

1
( )

m r b

i i ii
w


 V V 为已知量，因而欲使 *( )r

bJ C 达

到最小，等价于使如下重新构造的指标函数达到最大 
T

1
( ) ( ) max

mr r r b

b i i b ii
J w


 C V C V                          （6.1-12） 

进一步对上式作如下变换 
T

1

T T

1 1 1 1

T T

2 2 2 2

1 2 1 2

T T

T

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
tr( ) tr( )

( ) ( )

tr( ( ) )

mr r r b

b i i b ii

r r

r r

r b b b r b b b

b m b m

r r

m m m m

mr b r

b i i ii

J w

w w

w w

w w

w







   
   
             
   
      







C V C V

V V

V V
C V V V C V V V

V V

C V V

   （6.1-13） 

上式第三等号前使用了矩阵乘积的求迹公式
1 2 2 1tr( ) tr( )M M M M ，从而式（6.1-12）又等价于 

Ttr( ) maxr

b C A                                （6.1-14） 

其中定义 
T

T T

1 1
( ) ( )

m mb r r b

i i i i i ii i
w w

 
  
  A V V V V                    （6.1-15） 

根据附录 H 中定理 2，假设det( ) 0A 且它的奇异值分解为 TA UDV ，则可求得最优姿态矩阵为 

Tˆ r

b C UV                                  （6.1-16） 

6.1.2 解析粗对准方法 

初始对准一般是在运载体对地静止的环境下进行的，即运载体相对地面既没有明显的线运动也没有

角运动，且对准地点处的地理位置准确已知，也就是说重力矢量和地球自转角速度矢量在地理坐标系（初

始对准参考坐标系）的分量准确已知，如下 
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0

0n

g

 
 


 
  

g ，  

0 0

cos

sin

n

ie ie N

ie U

L

L

 

 

   
   

 
   
      

ω                        （6.1-17） 

其中，L、g 和
ie 分别表示当地纬度、重力加速度大小和地球自转角速率大小，且记地球自转角速度的

北向分量 cosN ie L  和天向分量 sinU ie L  。 

实际惯导系统中陀螺和加速度计测量到的分别是重力矢量和地球自转角速度在载体系下的投影，但

有时会存在角晃动和线晃动干扰影响，并且还存在加速度计测量误差和陀螺测量误差。根据 4.1 节分析，

假设姿态阵为 n

bC ，则有如下惯导角速度关系及比力方程 
n b n n n n

b ib ib ie en nb   C ω ω ω ω ω                         （6.1-18） 

(2 )n n b n n n n

b sf ie en    v C f ω ω v g                      （6.1-19） 

在静基座下线运动引起的 n

enω 和 (2 )n n n

ie en ω ω v 非常小，可以近似为 0 并忽略，考虑陀螺和加速度计测量

误差后，上述两式分别改写为 

( )n b b n n

b ib ib nb ie  C ω δω ω ω                            （6.1-20） 

( )n b b n n

b sf sf   C f δf v g                            （6.1-21） 

即 
n b n n

b ib ie C ω ε ω                                 （6.1-22） 

n b n n

b sf   C f g                                （6.1-23） 

其中， n n b n

b ib nb ε C δω ω 为等效陀螺测量误差， n n b n

b sf C δf v 为等效加速度计测量误差，当误差远小

于有用信号时，比如
1

/10
10

n n

ie ie ε ω 并且
1

/100
100

n n g  g 时，式（6.1-22）和（6.1-23）近

似估计为 
n b n

b ib ieC ω ω                                  （6.1-24） 

n b n

b sf  C f g                                 （6.1-25） 

选择 ( )ng 作为主参考矢量，由式（6.1-7）可得姿态阵估计 

T

T

T

( )

( ) ( ) ( )( )ˆ ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

b

sf

b

sf

b bn n n n nn
sf ibn ie ie

b n n n n n n b b

ie ie sf ib

b b b

sf ib sf

b b b

sf ib sf

 
 
 
 

        
   
           

 
  

  
 

f

f

f ωg ω g ω gg
C

g g ω g ω g f ω

f ω f

f ω f

          （6.1-26） 

将式（6.1-16）代入上式，得 

T T

T T

T T

( ) ( )

0 1 0

ˆ 0 0 1 ( ) ( )

1 0 0

( ) ( )

b b b

sf sf ib

b b b

sf sf ib

b b b b b

sf ib sf ib sfn

b b b b b b

sf ib sf ib sf

b b b b

sf ib sf sf

b b b b

sf ib sf sf

   
  

 
  

    
           

  
  
 

f f ω

f f ω

f ω f ω f
C

f ω f ω f

f ω f f

f ω f f


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               （6.1-27） 

由上式可见，根据实际陀螺和加速度计测量值即可直接实现姿态阵估计，这一过程表面上与地理位

置无关，实际上地理纬度信息隐含在两矢量 b

ibω 与 b

sff 的夹角之中，即应当有 ( , ) π / 2b b

ib sf L  ω f 。实际

应用中，为了降低传感器高频噪声及高频环境晃动的影响，主要是针对陀螺高频噪声和高频角晃动的影
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响，常常需要采集一段时间[0, ]T 的传感器数据，假设角增量为 ( )TΔθ 和速度增量为 ( )TΔV ，求解该时

间段内的平均角速度为 ( ) /b

ib T Tω Δθ 以及比力为 ( ) /b

sf T Tf ΔV ，分别代替式（6.1-26）中的 b

ibω 和 b

sff ，

从而可以估计得 ˆ n

bC 。一般情况下，在[0, ]T 时间段内当低频晃动角小于 /10ieT 且速度变化小于 /100gT

时，能够求得具有一定近似精度的粗略对准结果。 

最后，对粗对准的误差进行简要的分析。 

在式（6.1-27）中，各行向量的分母模值分别近似如下 

( ) cosb b n n

ib sf ie ie Ng L g      ω f ω g  

2( ) ( )b b b n n n

sf ib sf ie Ng        f ω f g ω g  

( )b n

sf g  f g  

因而式（6.1-27）可展开为 

 

 

 

T

T
2

T

T

T
2

T

( ) ( ) / ( )

ˆ ( ) ( ) ( ) / ( )

( ) /

/ ( )

/ ( )

/

b b b b

ib ib sf sf N

n b b b b b b

b sf sf ib ib sf sf N

b b

sf sf

b b
b b b

ib sf N
ib sf ib

b b b

sf ib sf N

b

sf

g

g

g

g

g

g









       
 
        
 
 
 

      
 

    
 
 
 

ω δω f δf

C f δf ω δω f δf

f δf

ω f ω δf δω

f ω f

f

 

 

 

 

T

T

T

T

, ,

, ,

/ ( )

*

/

( ) / ( )

*

/

* / tan / *

* * *

/ / *

b

sf N

b n

n b

b

sf

n n n n

ie sf ib N

n n

b b

n

sf

n n

ib E N sf E

n

b

n n

sf E sf N

g

g

g

g

f L g

f g f g





  

 

 
 
 
 
 
 

     
 
  
 
 
 

  
  

   
  

  

f

C C

δf

ω δf δω g

C C

δf

I C
    （6.1-28） 

上式中，记
T

, , ,

n n n n

sf sf E sf N sf Uf f f     δf 和
T

, , ,

n n n n

ib ib E ib N ib U     δω ，符号“*”表示不必关注的

元素。 

假设姿态阵估计值 ˆ n

bC 与真实值 n

bC 之间存在小量的数学平台失准角，根据 4.1 节分析，它们满足

如下关系 

ˆ ( )n n

b b  C I C                             （6.1-29） 

比较式（6.1-28）和（6.1-29），可得 

, ,

, ,

* / tan / *

( ) * * *

/ / *

n n

ib E N sf E

n n

sf E sf N

f L g

f g f g

  

 

 
 

    
 
 

  

即有 

, ,

, ,

, , ,

/ /

/ /

/ tan / /

n n

sf N sf N

n n

sf E sf E

n n n

ib E N sf E ib E N

f g f g

f g f g

f L g

 

 

    

    
   

    
      

             （6.1-30） 

由此可见，水平失准角的对准精度取决于加速度计的等效水平测量误差，而方位失准角的对准精度主要

取决于陀螺的等效东向测量误差（一般情况下，陀螺相对地球自转的测量误差大于加速度计相对地球重
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力的测量误差，即上式中有
, ,/ tan /n n

ib E N sf Ef L g   ）。 

6.1.3 间接粗对准方法 

暂且定义两个重要的惯性坐标系。①初始时刻载体惯性系（
0b ）：与初始对准开始瞬时的载体坐标

系（b 系）重合，随后相对于惯性空间无转动；②初始时刻导航惯性系（
0n ）：与初始对准开始瞬时的

导航坐标系（ n 系，即地理坐标系）重合，随后相对于惯性空间无转动。间接初始对准方法的关键是求

解
0b 系与

0n 系的方位关系，即 0

0

n

bC 。 

不难想象，从惯性坐标系中观察地球表面上某固定点的重力矢量，它的方向将随着地球自转逐渐改

变，24 小时内恰好旋转一圈，形成一个锥面，如图 6.1-2 所示。重力矢量的方向为地向，而其变化率（微

分）方向为东西方向，因而在重力矢量及其变化中包含了地理坐标系（水平及方位）信息。 

ie

0

0

n
g 0n

tg

 
图 6.1-2  惯性空间中观察重力矢量形成锥面 

首先，重力矢量在
0n 系的投影为 

0 0n n n

ng C g                                  （6.1-31） 

其中， n
g 为常矢量，即  

T
0 0n g g ，而 

0 0 0

0
( ) ( )

n n nn n

n n n n n ie   C C ω C ω                          （6.1-32） 

由于 n

ieω 为常值，即n 系相对于
0n 系为定轴转动，由上式可解得 

0 ( ) 2

2

2

2

sin 1 cos
e ( ) ( )

( )

cos sin sin sin cos

sin sin 1 (1 cos )sin (1 cos )sin cos

sin cos (1 cos )sin cos 1 (1 cos )cos

n
ien t n nie ie

n ie ie

ie ie

ie ie ie

ie ie ie

ie ie ie

t t
t t

t t

t t L t L

t L t L t L L

t L t L L t L

 

 

  

  

  

 
     

 
 

   
 
     

ω
C I ω ω

      （6.1-33） 

所以有 

0
T

2sin cos (1 cos )sin cos 1 (1 cos )cos
n

ie ie ieg t L t L L t L        g      （6.1-34） 

其次，加速度计的比力输出在
0b 系投影为 

0 0b b b

sf b sff C f                                 （6.1-35） 

其中 
0 0 0

0
( ) ( )

b b bb b

b b b b b ib   C C ω C ω                          （6.1-36） 

b

ibω 为陀螺仪的测量值，姿态阵初始值 0 (0)
b

b C I ，利用姿态更新算法可求得实时姿态阵 0b

bC 。这里无需

对 b

ibω 的大小做任何限制，因而间接对准算法具有很强的抗角运动干扰能力。 

最后，通过 0

0

n

bC 建立重力与加速度计比力量测之间关系。将式（6.1-22）的两边同时左乘 0n

nC ，得 

0 0( ) ( )
n nn b n n

n b sf n  C C f C g                          （6.1-37） 

即 
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0 0 0 0

0
( )

n b b nb

b b sf   C C f g                           （6.1-38） 

其中， 0 0 0b b bb

b sf C δf v 表示在
0b 系的加速度计测量误差及线加速度干扰。理论上，只要获得两个时刻

的重力及其比力测量值，就可使用双矢量定姿算法求解 0

0

n

bC 。但是，为了降低线运动干扰的影响，在初

始对准过程中对式（6.1-38）积分，记 

1 2
0 0 0 0

1

1 2
0 0 0 0

1

1 2
0

1 2
0

d d

d d

t t
b b b bb b

b sf b sf
t

t t
n n n n

t

t t

t t

  


    


 

 

F C f F C f

G g G g

                  （6.1-39） 

其中，
1 20 t t  且通常取

1 2 / 2t t 。根据双矢量定姿算法式（6.1-7），忽略干扰 0b 的影响，可求得 

0

0

0 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

T1

1

T1 1 2 1 2 1 1 2

1 1 2 1 2 1 1 2

T1 2 1

1 2 1

( )

ˆ ( )

( )

b

b

n n n n n n b b
n

b n n n n n n b b

b b b

b b b

 
 
 
 

     
          

  
 
   
 

F

F

G G G G G G F F
C

G G G G G G F F

F F F

F F F

          （6.1-40） 

实际上，求解式（6.1-38）的最优姿态阵 0

0

ˆ n

bC 也可以采用多矢量定姿算法，将式（6.1-15）中的求和

改为积分，并特别的令所有加权系数为 1，可得 
2 2

0 0 0

0

T T

0 0
( ) d ( ) d

t t
n b n b b

sf sf bt t    A g f g f C                   （6.1-41） 

由三阶矩阵 A进行奇异值分解也可求得 0

0

ˆ n

bC 。 显然， 0

0

ˆ n

bC 相当于是粗对准初始时刻的姿态阵，为了得到

粗对准末了时刻的姿态矩阵，可使用如下公式进行计算 

0 0

0 0

ˆ ˆ n bn n

b n b bC C C C                              （6.1-42） 

其中，
0

n

nC 和 0b

bC 分别由式（6.1-33）和（6.1-36）确定。 

与解析初对准相比，间接粗对准方法具有更好的抗角晃动干扰的能力，只是在短时间内抗线晃动干

扰能力相对弱些，但是，若适当延长粗对准时间（一般在分钟量级），间接粗对准方法往往都能够取得

良好的效果，它是一种非常实用的捷联惯导粗对准方法。 

6.2 捷联惯导精对准 

经过粗对准阶段，捷联惯导获得了粗略的姿态矩阵，也就是获得了粗略的地理导航系指向，但是与

真实地理坐标系相比往往还存在一定的失准角误差，通常水平失准角（东向和北向）可达数角分而天向

失准角可达数度，若直接进入后续的纯惯性导航，导航误差将迅速发散，因此，需要进行进一步的精对

准过程，尽量减小失准角误差的影响。 

实际上，在静基座下的导航解算速度即为速度误差，根据惯导系统误差方程规律，从速度误差中能

够反推出失准角误差。在静基座下进行初始对准，由于真实惯导系统的地理位置没有明显移动，且真实

速度为零（至多因干扰而产生微小晃动），因而对准过程中的惯导解算可以使用如下简化导航算法。 

首先，在式（4.1-2）中，令
en ω ，得简化姿态算法 

( ) ( ) ( )n n b n b b b n b b

b b nb b ib ie en b ib ie
              C C ω C ω ω ω C ω ω                （6.2-1） 

其次，在比力方程（4.1-20）中，令右端的速度为 0，即 n v ，得简化速度算法 
n n b n

b sf v C f g                                  （6.2-2） 

相应的姿态和速度数值更新算法，这里不再赘述。 

仿照捷联惯导误差方程式（4.2-17）、（4.2-27）的推导过程，或直接在它们的基础上进行简化，不难
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获得与简化算法式（6.2-1）和（6.2-2）相对应的误差方程，分别为 
n n

ie  ω ε                                   （6.2-3） 
n n n

sf  δv f                                   （6.2-4） 

其中 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b

E x y z

n b b b

N x y z

b b b

U x y z

C C C

C C C

C C C

   

   

   

   
  

     
       

ε                          （6.2-5） 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b

E x y z

n b b b

N x y z

b b b

U x y z

C C C

C C C

C C C

       
  

         
          

                         （6.2-6） 

n
ε 为等效陀螺仪随机常值漂移，在静基座下姿态阵 n

bC 近似为常值，若
T

b b b b

x y z     ε 为常值，则 n
ε 也

为常值； n 为等效加速度计随机常值零偏，亦可视为常值。 

由式（6.2-3）和（6.2-4）可见，基于简化导航算法的误差方程比较简洁，这有利于初始对准误差特

性的分析。进一步的，在静基座下速度误差方程（6.2-4）中还可作近似  
T

0 0n n

sf g  f g ，若将式

（6.2-3）和（6.2-4）展开，则有 

E U N N U E

N U E N

U N E U

E N E

N E N

U U

v g

v g

v

     

   

   

 

 



  


  

  


  
  

  



                            （6.2-7） 

在上述方程中，最后一个方程
U Uv   与其它方程之间没有任何交联关系，可见，天向速度误差对

失准角估计不会有任何作用。通常，在静基座下天向速度误差仅用于天向加速度计零偏的估计，在分析

初始对准失准角估计时，一般可忽略天向通道（天向速度和加速度计零偏）的影响。 

基于式（6.2-7），并将陀螺随机常值漂移和加速度计随机常值零偏扩充为状态，建立初始对准状态

空间模型，如下 

 




X FX

Z HX
                                （6.2-8） 

其中 

 
T

E N U E N E N U E Nv v         X  

5 10

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

U N

U

N

g

g

 







 
 
 
 
 

  
 

 
 
  

F



0

 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

 
  
 

H  

显然，式（6.2-8）是线性定常系统，系统的可观测性矩阵为 
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9

2

2

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

U

U N

U N U U

ie U N

g

g

g g

g g g

g g g

g g g



 

   

  

 
 
 
 

   
   
    
   

    
    

 
  
 
 

H

HF
O

HF

    （6.2-9） 

经仔细分析有 rank( ) 7O ，在式（6.2-9）中只详细列出了前 8 行的元素，显见第 7 行与第 6 行线

性相关（仅相差比例因子
U ），除第 7行外其它 7行向量间互不相关。 

根据可观测性矩阵O 的第 1～6 行及第 8 行，可列出速度量测（或其微分）与状态之间的关系

d / dn n nt Z HF X ( 0,1,2 )n  ，即 

2

E E

N N

E N E

N E N

E U E N

N U N N U E

N ie E U E N U

v v

v v

v g

v g

v g g

v g g g

v g g g

 

 

 

 

   

     

      

 



   


 
  

   


   

                     （6.2-10） 

由 rank( ) 7O 可知，在状态向量 X 的 10 个分量当中只有 7 个状态（或状态组合）是可观测的，式

（6.2-10）中的第 1 和第 2 式显示
Ev 和

Nv 直接取自量测量，为单独直接可观测的；其它 8 个状态分量

没有一个是独立可观测的。通常将
E 、

N 和
E 三个状态视为不可观测的，则式（6.2-10）可改写为 

 

 
2 2

( ) /

( ) /

( ) / ( ) /

( ) / ( ) ( ) / ( )

( ) / ( ) ( ) /

E E

N N

N E E

E N N

N E U E E U N N

U N U N E N N U E E E N

U N ie E U E N N ie N N U E

v v

v v

v g

v g

v g g v v g

v g g g v v g g

v g g g v v g

 

 

 

 

      

          

           





  

 

    

        

         ( )Ng















        （6.2-11） 

在上式中，
Ev 和

Nv 直接来自量测；
N 和

E 需通过量测的一次导数计算；
N 和

U 需通过量测的二次导

数计算；而
U 需通过量测的三次导数计算。如果量测存在干扰，普遍的规律是求导次数越多，误差会越

大，也就是说，如果将量测视为随时间变化的多项式，则估计高次项的系数越不可靠，即与高次项系数

对应的状态的可观测性越差。 

如果将
Ev 和

Nv 及它们的各阶导数视为准确已知的，则不可观测的状态
E 、

N 和
E 将成为限制

可观测状态的误差因素，由式（6.2-11）可求得可观测状态的极限精度 

/

/

/

tan / /

sec / tan

N E

E N

N U N

U E E N

U ie N E

g

g

g

L g

L g L





 

  

  

 


 



 
   

     

                         （6.2-12） 

前面将惯导系统误差方程视为确定性系统，对状态可观测性和误差进行了分析。实际应用时，一般
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使用 Kalman 滤波进行状态估计，系统模型应视为随机模型，为了降低计算量和减少不可观测状态的影

响，将
E 、

N 和
E 略去，建立 7 维随机系统模型如下 

b  


 

X FX GW

Z HX V
                              （6.2-13） 

其中 

 
T

E N U E N N Uv v      X  
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V

V

 
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 

V  

( , , )b

giw i x y z 为陀螺角速率白噪声，一般设E[ ] 0b

giw  、E[ ( ) ( )] δ( )b b b

gi gi giw t w q t   ， b

giq 为角度随机游

走系数； ( , , )b

aiw i x y z 为加速度计比力白噪声，一般设E[ ] 0b

aiw  、E[ ( ) ( )] δ( )b b b

ai ai aiw t w q t   ， b

aiq 为

速度随机游走系数。
EV 和

NV 分别为等效东向和北向速度量测噪声。 

实际上，在静基座下噪声分配阵G 近似为常值矩阵，可将系统噪声 b
GW 作等效，记 bW GW ，则

系统模型（6.2-13）可简化为 

  


 

X FX W

Z HX V
                               （6.2-14） 

其中 
T

0 0gE gN gU aE aNw w w w w   W  

( , , )giw i E N U 为等效陀螺噪声， ( , )aiw i E N 为等效加速度计噪声。 

将式（6.2-14）离散化，再采用 Kalman 滤波方法进行估计，便可获得粗对准失准角的最优估计，

实现惯导系统的精对准。 

2 双位置对准方法 

所谓双位置对准方法，就是在初始对准过程中故意将捷联惯导系统转动一个角位置，这相当于改变

了惯导系统的姿态阵，使惯导误差方程从定常系统转变成了时变系统，有利于提高惯性器件误差的可观

测性，从而提高水平姿态角和方位角的初始对准精度。常用的双位置方法是将惯导绕其方位轴转动

180°，且转动时机一般选择在精对准时间段的中点附近。考虑天向速度通道，使其对绕俯仰或横滚的

双位置也适用。 

考虑全部状态的 12 维惯导系统精对准随机模型如下 
b  


 

X FX GW

Z HX V
                               （6.2-15） 

其中 
T

b b b b b b
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 3 3 3 3 3 6  H I0 0 ,  
T

E N UV V VV  

在双位置初始对准中，所有状态分量，包括
E 、

N 和
E ，都是可观测的。 

关于 Kalman 滤波精对准的几点说明：①对于不可观测或可观测性较弱的状态，其对应的初始方差

阵元素取值应适当小些；②在初始失准角较大时，应采用滤波反馈修正技术，即在滤波过程中不断利用

估计失准角修正惯导计算导航系，使其接近真实导航坐标系，通过反馈有利于保持惯导误差方程为线性，

逼近极限对准精度；③在双位置对准的转动过程中容易产生线运动干扰，只需进行导航解算和 Kalman

滤波时间更新，不宜进行滤波量测更新；④量测噪声大小应视实际线运动干扰大小而设置，如果设置偏

小虽收敛较快但抗干扰性能会变差。 

6.3 惯性/卫星组合导航 

目前，卫星导航系统主要有 GPS（美国）、GLONASS（俄罗斯）、北斗（中国）和伽利略（欧盟）

等四个系统，用户利用卫星接收机接收无线电信号进行实时定位和导航。卫星信号非常微弱，极易受到

干扰，但卫星导航提供的位置误差不随时间累积，卫星导航系统与惯导系统之间具有很好的互补性，通

过惯导和卫星组合导航可以充分发挥两种系统的优点。 

6.3.1 空间杆臂误差 

惯性导航一般以惯组（IMU）的几何中心作为导航定位或测速的参考基准，而卫星导航则以接收机

天线的相位中心作为参考基准，在实际运载体中同时使用两种甚至多种导航系统时，它们在安装位置上

往往会存在一定的偏差。为了将多种导航系统的导航信息进行比对和融合，必须对导航信息实施转换，

转换至统一的参考基准下表示。 

如图 6.3-1 所示，假设惯组相对于地心
eo 的矢量为R ，卫星接收机天线相位中心相对于地心的矢量

为 r ，天线相位中心相对于惯组的矢量为δl ，三者之间的矢量关系满足 

 r R δl                                      （6.3-1） 

δl

R

r

eo

 
图 6.3-1  惯组与卫星接收机天线之间的杆臂 

考虑到天线和惯组之间的安装位置一般相对固定不动，即杆臂δl 在惯组坐标系（b 系）下为常矢量，

上式两边相对地球坐标系（ e 系）求导，可得 

d d d( )

d d d

d d( )

d d

d

d

e e e

eb

e b

eb

e

t t t

t t

t

 

   

  

r R δl

R δl
ω δl

R
ω δl

                            （6.3-2） 
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其中，记
(INS)

d

d
en

et


R
v 为惯组的地速，

(GNSS)

d

d
en

et


r
v 为卫星天线的地速。理论上，由于存在杆臂距离， 

两种地速所定义的导航坐标系（即惯组导航坐标系和天线导航坐标系）是不同的，但是杆臂长度一般在

米量级，两种导航坐标系间差别非常微小，可以认为它们是相互平行的。将（6.3-2）投影至导航坐标系，

得 

GNSS INS ( )n n n b b

b eb  v v C ω δl                              （6.3-3） 

上式中，省略了速度下标“ en”，在实际应用中，由于
ieω 和

enω 的影响很小，还可作近似 b b

eb ibω ω 或者

b b

eb nbω ω 。将惯导与卫星之间的速度误差定义为杆臂速度误差，即有 

L INS GNSS ( ) ( )n n n n b b n b b

b eb b eb       δv v v C ω δl C ω δl                  （6.3-4） 

若记 

 
Tn n b

E N U bl l l   δl C δl                        （6.3-5） 

则惯导与卫星天线之间的地理位置偏差近似满足如下关系 

INS GNSS

INS GNSS

INS GNSS

/

sec /

N Mh

E Nh

U

L L l R

l L R

h h l



  



  


  
   

                          （6.3-6） 

由式（6.3-5）和（6.3-6）可计算得卫星与惯导之间的杆臂位置误差矢量，如下 

GL INS GNSS

n b

pv b   δp p p M C δl                          （6.3-7） 

其中  
T

GNSS GNSS GNSS GNSSL hp ，  
T

INS INS INS INSL hp ，
pvM 见式（4.2-42）。 

6.3.2 时间不同步误差 

参见图 6.3-2，在惯性/卫星组合导航系统中，组合导航计算机获得两类传感器导航信息的时刻（C）

往往不是传感器实际信息的采集时刻（A 和 B），从传感器信息采集到组合导航计算之间存在一定的时间

滞后，比如卫星接收机采集到无线电信号后，需要先进行一系列的解算、再经过通信端口发送给组合计

算机。惯性和卫星两类传感器的时间滞后一般并不相同，两者之间的相对滞后记为时间不同步误差 t 。

在组合导航信息比对时，必须对时间不同步误差进行估计或补偿。 

t

t

 
图 6.3-2  惯组与卫星接收机之间的时间不同步 

 如图 6.3-2 所示，惯导速度和卫星速度之间的关系应为 

GNSS INS

n n nt v a v                               （6.3-8） 

其中， n
a 是载体在不同步时间内的平均线加速度，它可通过惯导在两相邻时间（

1m mT t t   ）内的速度

差分求得，即 

INS( ) INS( 1)

n n

m mn

T




v v
a                              （6.3-9） 

一般情况下，假设时间不同步 t 是相对固定的，可视为未知常值参数。 

由式（6.3-8）可计算得惯导和卫星之间的速度不同步误差 n

tδv ，为 

INS GNSS

n n n n

t t   δv v v a                           （6.3-10） 

同理，不难求得两者间的位置不同步误差
tδp ，为 

INS GNSS

n

t pv t   δp p p M v                        （6.3-11） 
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6.3.3 状态空间模型 

在 4.2 节惯导误差分析的基础上，同时考虑杆臂误差和时间不同步误差，可获得以速度和位置误差

作为观测量的惯导/GNSS 组合导航状态空间模型，如下 

INS GNSS

INS GNSS

b

n n

  


 
   

 

X FX GW

v v
Z HX V

p p

                        （6.3-12） 

其中 
T

T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )n b b b t   X δv δp ε δl   

3 3 3 4

3 3 3 4

3 3 3 3 3 3 3 4

9 19

n

aa av ap b

n

va vv vp b

pv pp

 

 

   



 
 
 
 
 
  

M M M C

M M M C
F

M M

0 0

0 0

0 0 0 0

0

， 
3 3

3 3

13 6

n

b

n

b







 
 

  
 
 

C

G C







， 
b

b g

b

a

 
  
 

W
W

W
 

3 3 3 3 3 3 3 6

3 3 3 3 3 3 3 6

( )n b n

b eb

n n

pv b pv

   

   

  
  

  

I C ω a
H

I M C M v

0 0 0

0 0 0
, v

p

 
  
 

V
V

V
 

b

gW 和 b

aW 分别为陀螺角速度测量白噪声和加速度计比力测量白噪声，
vV 和

pV 分别为卫星接收机速度测

量白噪声和位置测量白噪声，其它符号含义参见 4.2.5 节。 

一般情况下，如果条件允许的话，应当对惯导和 GPS 之间的杆臂（或时间不同步）误差进行精确测

量并作相应的补偿，不再将它们列入滤波器状态，这样即有利减少滤波计算量，还能够防止杆臂（或时

间不同步）状态估计不准而影响其他状态的估计效果。实际应用中，如果杆臂（或时间不同步）误差难

以精确测量，或随时间变化，才推荐进行状态建模和滤波估计，并且只有在适当机动的情况下，这些状

态才是可观测的。 

6.4 车载惯性/里程仪组合导航 

6.4.1 航位推算算法 

航位推算是一种常用的载车自主定位技术，它利用姿态、航向和行驶里程信息来推算载车相对于起

始点的相对位置。里程仪输出的信号一般是载车在一小段时间内行驶的路程增量，为了理论分析方便，

不妨假设里程仪输出的是瞬时速度。轮式车辆的车轮往往可分为转向轮和非转向轮，行驶转弯时转向轮

发生偏转，而非转向轮不偏转，后者始终与车体正前方保持同向，这里暂且假设里程仪测量的是非转向

轮的信号。 

载车在正常行驶时，假设车轮紧贴路面，无打滑、滑行和弹跳，里程仪测量的是沿车体正前方向上

的速度大小，前进取正倒车取负。为研究方便，建立里程仪测量坐标系（或称车体坐标系），简记为m 系，

moy 轴在和载车车轮相接触的地平面内，并且指向车体的正前方， moz 轴垂直于地平面向上为正， mox 轴

指向右方，里程仪坐标系是一个与车体固联的“右-前-上”右手直角坐标系。按照上述定义，里程仪的

速度输出在里程仪坐标系上可以表示为 

 T00 D

m

D vv                               （6.4-1） 

其中， Dv 为里程仪测得的前向速度大小，右向和天向速度均为零，可视为载车正常行驶时的速度约束条

件。 

捷联惯组（IMU）固定安装在车体上，假设 IMU 坐标系（b 系）与车体坐标系（m 系）的同名坐标

轴重合。通过 IMU 中的三陀螺组合可以实时计算载车的姿态矩阵，记为 n

bC ，利用 n

bC 对 m

Dv 转换可得在导
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航坐标系下里程仪速度输出，即 
m

D

n

b

n

D vCv                                  （6.4-2） 

与捷联惯导位置更新算法微分方程式（4.1-57）一样，由里程仪速度 n

Dv 可得航位推算定位解算的微

分方程，如下 
n

DN
D

MhD

v
L

R
                                 （6.4-3） 

secn

DE D
D

NhD

v L

R
                                （6.4-4） 

n

DUD vh                                  （6.4-5） 

若将上述三式写成矢量形式，为 
n

D pvD Dp M v                               （6.4-6） 

其中，  
T

D D D DL hp ，
DL 、

D 和
Dh 分别为航位推算的地理纬度、经度和高度；

MhD MD DR R h  ，

NhD ND DR R h  ，
MDR 和

NDR 分别为使用航位推算地理位置计算的子午圈和卯酉圈主曲率半径；

 
Tn

D DE DN DUv v vv ；且有 

0 1/ 0

sec / 0 0

0 0 1

MhD

pvD D NhD

R

L R

 
 


 
  

M  

在惯导姿态微分方程式（4.1-2）中，以里程仪计算速度
n

Dv 代替捷联惯导速度
n

v ，并以航位推算纬

度 DL 代替捷联惯导解算纬度L，可得航位推算的姿态矩阵微分方程，如下 

( ) ( )n n b n n

b b ib in b   C C ω ω C                           （6.4-7） 

其中， b

ibω 为三陀螺组件的角速度信息，且 

n n n

in ie en ω ω ω  

 
T

0 cos sinn

ie ie D ie DL L ω ， 

T

tann DN DE DE D
en

MhD NhD NhD

v v v L

R R R

 
  
 

ω  

式（6.4-6）和（6.4-7）便构成了航位推算算法，由此可见，在航位推算算法中无需使用加速度计的

任何信息。当然，为了获得姿态阵 n

bC 的初值而进行惯导初始对准，就需要加速度计辅助来确定水平姿态

了。 

下面采用里程仪的路程增量给出航位推算数值更新算法。 

记里程仪在一小段时间段
1[ , ]j jt t

（
1j j jT t t   ）内的路程增量为

jS ，如果该时间很短，则可以认

为载车在这小段时间内是沿直线行驶，路程增量在车体坐标系m 系的投影为 

 T00 j

m

j SΔS                              （6.4-8） 

类似于速度转换关系（6.4-2）式，有 

( 1)

n n m

j b j jΔS C ΔS                               （6.4-9） 

其中，
( 1)

n

b jC 是 1jt 时刻的载车姿态矩阵，记
T

( ) ( ) ( )

n

j E j N j U jS S S     ΔS 。 

将式（6.4-3）～（6.4-5）离散化，可得航位推算位置更新算法，如下 

( ) ( )

( ) ( 1) 1

( 1) ( 1)

j DN j N j

D j D j Dj

MhD j MhD j

T v S
L L L

R R
 

 


                      （6.4-10） 

( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

sec secj DE j D j E j D j

D j D j D j

NhD j NhD j

T v L S L

R R
  

 

 

 


             （6.4-11） 

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )D j D j j DU j D j U jh h T v h S                         （6.4-12） 

与捷联惯导姿态更新算法式（4.1-8）类似，航位推算的姿态阵更新算法为 
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( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( )

n n j n b j

b j n j b j b j



 C C C C                          （6.4-13） 

其中 
( 1)

( ) ( )( )b j b

b j RV ib j

 C M  ，   ( ) T

( 1) ( )( )n j n

n j RV in j C M   

( )

b

ib j 为由陀螺输出计算的等效旋转矢量，与捷联惯导中的算法完全一样；
( )

n

in j 的计算方法为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (

0 /

( ) cos /

sin tan /

0 /

cos /

sin

DN j MhD j

n n n

in j j ie j en j j ie D j j DE j NhD j

ie D j DE j D j NhD j

DN j MhD j

j ie D j DE j NhD j

ie D j DE

v R

T T L T v R

L v L R

S R

T L S R

L S









   
  

      
  

   

  
 

   
   

ω ω

) ( ) ( )tan /j D j NhD jL R

 
 
 
 
 

 

6.4.2 航位推算误差分析 

1 误差方程推导 

实际系统中，捷联惯组安装到载车上，很难保证惯组坐标系（b 系）与车体坐标系（m 系）各坐标

轴完全相互平行。假设从m 系至b 系存在小量的安装偏差角，即绕车体横轴
mox 、纵轴

moy 及竖轴
moz 分

别存在俯仰  、滚动  和方位  偏角，记偏差角矢量
T

       α ，则可得变换矩阵 

1

( ) 1

1

m

b

 

 

 

 

 

 

 
 

     
  

C I α                      （6.4-14） 

另外，在实际里程仪的测量中还可能存在刻度系数误差
DK ，其输出速度大小 Dv~ 与理论速度大小 Dv

之间的关系为 

DDD vKv )1(~                             （6.4-15） 

上式用矢量表示为 
m

DD

m

D K vv )1(~                             （6.4-16） 

所以，实际中在导航坐标系上里程仪的速度输出应为 
T( )

( ) ( )(1 )

( ) ( )

( )

n n m m

D b b D

n m

D b D D

n n m n m n m

D D b D b D b D D

n n n m n m

D D D b D b D D

K

K

K









     

     

     

v C C v

I C I α v

v C v C α v C v

v v C v α C v







                 （6.4-17） 

其中，
D 为航位推算的姿态失准角。将 ( , 1,2,3)n

b ijC i j C 和  T00 D

m

D vv 代入上式中第三及第四项，

得 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

13 11 12

23 21 22

33 31 32

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

0

0

D

n n n

D D D D D D

D

n n

D D D D D

C C C v C C C

C C C C C C v K

C C C v C C C

C C C

v C C v C

C C C



       
       

    
       
              

   
   

     
  
     

v v v α

v v α



 DK



     （6.4-18） 

这表明，横滚误差
 不影响里程仪的速度测量值。对式（6.4-18）作进一步简化，有 

13 12 11

23 22 21

33 32 31

n n n

D D D D D D

n n

D D D vkD D

C C C

v C C C K

C C C











  
  

       
     

   

v v v

v v M κ





                  （6.4-19） 
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其中记 

13 12 11

23 22 21

33 32 31

vkD D

C C C

v C C C

C C C

 
 

 
 
  

M ，  
D DK











 
 

  
 
 

κ  

由式（6.4-19）可求得里程仪速度误差 
n n m n

D D D D D vkD D    δv v v v M κ                        （6.4-20） 

类似于式（4.2-42），将航位推算位置方程（6.4-6）两边同时求偏差，可得 
n

D pvD D ppD D δp M δv M δp                           （6.4-21） 

其中 

0 1/ 0

sec / 0 0

0 0 1

Mh

pvD Nh

R

L R

 
 


 
  

M ，  

0 0 0

sec tan / 0 0

0 0 0

n

ppD DE D D NhDv L L R

 
 


 
  

M  

将式（6.4-20）代入式（6.4-21），得航位推算位置误差方程 

( )n

D pvD D D vkD D ppD D

paD D pkD D ppD D

   

  

δp M v M κ M δp

M M κ M δp




                   （6.4-22） 

其中 

( )n

paD pvD D M M v ，    
pkD pvD vkDM M M  

类似于捷联惯导的姿态误差方程式（4.2-17），不难得到 
n n b

D aaD D avD D apD b
   M M δv M δp C ε                      （6.4-23） 

其中 

0 /

cos /

sin tan /

DN MhD

aaD ie D DE NhD

ie D DE D NhD

v R

L v R

L v L R





      
              
          

M  

2

0 1/ 0 0 0 0

1/ 0 0 , sin 0 0

tan / 0 0 cos sec / 0 0

MhD

avD NhD apD ie D

D NhD ie D DE D N

R

R L

L R L v L R





   
   

  
   
      

M M  

将式（6.4-20）代入（6.4-23），得航位推算的姿态误差方程 

( )

( )

n n b

D aaD D avD D D vkD D apD D b

n n b

aaD avD D D avD vkD D apD D b

n b

aaD D akD D apD D b

     

       

   

M M v M κ M δp C ε

M M v M M κ M δp C ε

M M κ M δp C ε

  





            （6.4-24） 

其中 

( )n

aaD aaD avD D
  M M M v ，   

akD avD vkDM M M  

至此，由式（6.4-22）和（6.4-24）组成了航位推算误差方程。在初始位置误差
Dδp 不大的情况下（通

常容易满足），初始失准角
D 、安装偏差  和  、里程仪刻度系数误差

DK 及陀螺漂移 b
ε 是航位推算

的主要误差源。 

2 轨迹相似性原理 

为了更加深刻地揭示航位推算的导航规律，针对速度方程式（6.4-18）作进一步分析。 

在车载行驶过程中，一般水平姿态角都比较小，近似有 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

n

b

 

 

 
 


 
  

C                         （6.4-25） 
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cos sin 0 0 0 sin 0 cos

( ) sin cos 0 0 cos 0 sin

0 0 1 0 1 0 1 0

n n m

D U b D U D D Dv v v

   

   

            
           

       
           
                      

v u C v u  （6.4-26） 

其中，  
T

0 0 1U u 为天向单位向量。 

在姿态误差矢量  
T

D DE DN DU   中，若忽略水平姿态误差影响，即作近似 0DE DN   ，则

根据式（6.4-18），可得 

0 0 0 cos

0 0 0 sin

1 0 0

0 cos 0

0 sin 0

1 0 1

(

n n n n

D D D D D D

DU

n n n

D DU D D D D D

n n n n

D DU D U D U D U D D

DU

v K

v v K

v K







 

 

 

  

 



    

   

 

    
    

        
         

     
     

     
     
          

      

  

v v v v

v v v

v v u v u u v

I )

(1 ) ( )

n n

U D D D D U

n

D DU U D D U

K v

K v

 

 

 

   

    

       

u v v u

I u v u

               （6.4-27） 

假设
 、

DU   和
DK 均为常值小量，且载车在地理位置变化不大的范围内行驶，即整个导航过

程中导航坐标系的旋转变化不大，可当作平面处理，将式（6.4-27）两边同时积分，可得 

(1 ) ( )n n

D D DU U D D UK S           S I u S u                 （6.4-28） 

其中，
0

d
T

n n

D D t S v 、
0

d
T

n n

D D t S v 、
0

d
T

D DS v t  分别表示在时间段[0, ]T 内的载车真实位移矢量、计算

位移矢量和行驶里程。 

若将式（6.4-28）分解为水平和垂直两部分，可得 

(1 ) ( )n n

DH D DU U DHK         S I u S                   （6.4-29） 

(1 )DU D DU DS K S S                           （6.4-30） 

其中，
T

n

D DE DN DUS S S   S ，  
Tn

D DE DN DUS S SS ，
T

0n

DH DE DNS S   S ，  
T

0n

DH DE DNS SS ，

下标H 表示在水平面上的投影。 

如图 6.4-1 所示，假设载车从 A点开始沿某线路行驶一圈又回到 A点。在行驶线路上任取一点B ，

图示 n

DH ABS 为水平面上的真实位移， n

DH ACS 为相应的计算位移，若做辅助线段BD使BD AC ，

式（6.4-29）的几何含义是：真实位移 n

DHS 绕天向轴
Uu 转动角度

DU   得到 AD；再扩大1 DK 倍，

得计算位移 n

DHS 。由于在行驶路线上的每一点都满足以上几何规律，因此，导航解算路线和真实路线是

几何相似的，即以起始点 A为中心点解算路线在整体上转动了
DU   角度并扩大了1 DK 倍。由图可

见，
DU   将引起沿着位移方向的误差 DC ，而

DK 会引起垂直于位移方向的误差BD，两这误差总

和为BC 。载车行驶距起始点越远误差越大，但在返回起始点过程中，误差又会逐渐减小直至消失。 
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n

DHS

n

DHS

D
U









n

D DHK S

( ) n

DU DH U  S u

 
图 6.4-1  航位推算的解算轨迹与真实轨迹相似 

根据式（6.4-30）定义航位推算的高度误差 

DU DU DU D DU DS S S K S S                           （6.4-31） 

载车在行驶过程中，一般情况下行驶里程远大于其高度变化，即有
D DUS S ，当里程仪刻度系数误差

DK

较小时，近似有 

DU DS S                                  （6.4-32） 

这表明，航位推算的高度误差跟俯仰安装误差角及行驶里程成正比，不论行驶路线如何，随着行驶里程

增加高度误差都会不断积累增大，因此，车载自主航位推算技术在高度方向上一般需额外采用气压高度

计之类仪表进行误差控制。 

6.4.3 惯性/里程仪组合 

1 里程仪转向与杆臂校正 

在 6.4.1 节中假设里程仪测量的是非转向轮的速度信号，如果里程仪测量的是转向轮的速度，以下

给出将转向轮测量输出转换至车体坐标系的方法。 

对于常规的载车，后轮一般是非转向轮，前轮是转向轮，用前轮控制载车转向。在转弯过程中，前

轮出现偏转角，如图 6.4-2 所示。实际上，前左轮 A和前右轮B 的偏转角度大小是不一样的，转弯内

侧的轮子偏转角相对大些，而外侧的小些。假设安装了差动式里程仪，里程仪的测量值近似为 A和 B 连

线中点
1O 处的速度大小，就如同在

1O 点处有一个虚拟转向轮一样。设后轮C 和 D连线的中点为
2O ，也

就像在
2O 点处有一个虚拟非转向轮一样。根据车辆转向原理，载车转弯时虚拟转向轮和虚拟非转向轮的

行驶轨迹是同心圆弧，并且圆弧中心在后轮CD的延长线上，容易看出
1O 和

2O 的行驶轨迹是不一样的，

1O 所在的圆弧半径大，而
2O 的稍小些。可见，前轮里程仪测量的是虚拟转向轮

1O 与地面接触点处的速

度，大小记为 Dv （倒车取负），方向指向轨迹的切线方向。 
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

             

dx dy

1O

bO

 

图 6.4-2 载车转弯分析                          图 6.4-3 IMU 的安装位置         

根据图 6.4-2，里程仪输出在车体坐标系上投影为 

 
T

sin cos 0m

D D Dv v v                      （6.4-33） 

其中转弯偏转角右偏取正，左偏则取负。在满足车辆转向原理前提下，偏转角可通过载车航向角变

化率和里程仪速度大小
Dv 求得，即 

1 2 arcsin Ld
O OO

r
                             （6.4-34） 

式中，
Ld 为前后轮轴之间的距离； r 为航向转弯半径（后虚拟轮

2O 处），满足下式 


 

Dv
r                                  （6.4-35） 

实际上，只要将 r 看成带符号的数值，上述计算过程就能够正确求得带符号的偏转角。根据物理意义，

的取值必定在主值范围内，即有 -π / 2 π / 2  。由式（6.4-34）和（6.4-35）代入式（6.4-33），可求

得里程仪输出 

 T22 0)( DLDL

m

D dvd   v                      （6.4-36） 

从上式可以看出，如果前后轮距 0Ld 或者里程仪装在后轮上,则式（6.4-36）就和式（6.4-1）完全一致

了。 

捷联惯组安装至车体上，惯组测量中心
bO 与里程计测量点

1O 往往不一致，参见图 6.4-3，假设里程

仪杆臂为  
T

0b

D dx dyδl ，由于载车在行驶过程中水平姿态角一般不大，因而可以忽略高度方向的杆

臂影响。类似于惯导/卫星杆臂计算方法式（6.3-7），可得里程仪与惯导之间杆臂误差，为 

DL D INS

n b

pvD b D  δp p p M C δl                          （6.4-37） 

2 惯导/航位推算组合模式 

在捷联惯导更新解算中已经进行了姿态更新解算，航位推算算法中可以不必再实施姿态更新，而直

接使用惯导的姿态矩阵对里程仪测量进行坐标变换，获得导航系下的航位推算速度。这时惯导解算和航

位推算使用共同的姿态阵，也就具有相同的失准角误差，将惯导误差和航位推算误差合并在一起，组成

如下状态向量 
T

T T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )n b b

D D
   X δv δp δp ε κ            （6.4-38） 

其中， b
ε 、 b 和

Dκ 均视为随机常值向量。 

假设里程仪相对于惯组的杆臂已知并进行了补偿，以惯导解算位置与航位推算位置之差构造观测

量，可得 

INS DL D INS D    Z p δp p δp δp                       （6.4-39） 

所以，惯导/航位推算组合状态空间模型为 
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  


 

X FX GW

Z HX V
                             （6.4-40） 

其中 

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

9 18

n

aa av ap b

n

va vv vp b

pv pp

paD ppD pkD

  

  

    

   



 
 
 
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 
 
 
 
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M MF

M M M
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0 0 0
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0 0 0 0

0

， 
3 3

3 3

15 6

n

b

n

b







 
 

  
 
 

C

G C







， 
b

g

b

a

 
  
 

w
W

w
 

 3 6 3 3 3 3 3 9    H I I0 0  

V 为测量噪声。 

最后给出几点讨论。在惯导/卫星组合导航中，卫星接收机提供的是导航坐标系下的速度或位置，

通过加减速运动可提高方位失准角的可观测性；而在惯导/里程仪组合导航中，里程仪提供的是载体系

下的速度，需借助于惯导姿态矩阵进行速度分解，因而惯导和航位推算具有共同的方位失准角误差，加

减速运动无法提高方位失准角的可观测性。此外，惯导和航位推算具有相同的初始位置误差，初始位置

误差也是不可观的。载车在短时间内做加减速运动，因惯导速度误差在短时间内变化很小，里程仪和惯

导之间的横向、纵向和天向速度偏差分别反映了方位安装误差角、里程仪刻度系数误差和俯仰安装误差，

因而加减速有利于误差
Dκ 的辨识。惯导与里程仪之间方位安装误差角

 和
 的辨识，依赖于惯导方位

失准角
DU 的估计精度，因而只有高精度惯导系统才合适将方位安装误差角作为未知状态估计，否则最

好事先测量准确并补偿。至于俯仰安装误差角，容易受载车载重变化的影响，一般不容易估计准确，惯

导和航位推算在高度方向上都是发散的，为了提供高精度的高度信息，还需要依靠气压高度计等其它辅

助设备。 

3 惯导/航位推算增量组合模式 

在航位推算算法中，如果行驶路况不好，里程仪容易出现打滑或滑行故障；或者在转弯过程中难以

严格满足车辆转弯原理。在这些不良行驶状态下，因建模不准确会导致航位推算误差变大，因此，在惯

导/航位推算组合模式中，航位推算的精度制约了组合导航系统精度的提高。一种有效的改进措施是，实

时对载车行驶状态进行判断，只在状态良好时进行组合，而在不良状态下不作组合。但是，当从不良状

态恢复至状态良好时，航位推算精度依然会受到影响，为此提出惯导/航位推算增量组合方法。在该方法

中，当判断状态良好时，使用良好时间段内的航位推算增量与惯导组合，航位推算增量不受不良时间段

的影响；而当判断状态不好时不组合，因而降低了里程仪运行误差的影响。 

下面主要推导惯导/航位推算增量组合的量测构造方法。 

原理上，惯导解算速度与里程仪解算速度之间的误差为 

( )

n n n n

INS D INS D

n n

INS D vkD D

n n

D INS vkD D

   

   

    

z v v δv δv

δv v M κ

v δv M κ





                        （6.4-41） 

在一小段时间
1[ , ]j jt t

内，比如
1j j jT t t   = 1s 内，惯导失准角误差可视为常值，对上式积分，得 

1

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( )
( ) ( ) [ ( ) ] ( )

2

n n

INS j INS j

z j vINS j vD j vD j j j M j D

n n

INS j INS jn

vD j j INS j j j M j D

t t
t t t t t T t

t t
t t t T T t






      


     

δv δv
κ

δv δv
δv κ

     

  

（6.4-42） 

其中，对惯导速度误差
n

INSδv 的积分采用了梯形法，并且记 
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1

1 1

( ) ( ) ( ), ( ) d

( ) d , ( ) d

j

j

j j

j j

t
n

z j vINS j vD j vINS j INS
t

t t
n

vD j D M j vkD
t t

t t t t t

t t t t



 

  

 



 

v

v M

   

 
 

将 ( )vD jt 和 ( )M jt 的被积函数展开后，再进行数值积分计算，所有的里程仪速度表示量均可转换为路

程增量，具体数值算法不再赘述。 

另一方面，将惯导速度误差方程式（4.2-27）近似为 

( )n n

INS sf jt δv f                               （6.4-43） 

对上式两边同时积分，得 

1
1( ) ( ) d ( )

j

j

t
n n n

INS j INS j sf j
t

t t t t


  δv δv f                    （6.4-44） 

将式（6.4-44）代入式（6.4-42），得 

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) d ( ) ( )
2

d ( ) ( ) ( ) ( )
2

j

j

j

j

tjn n

z j vD j j INS j j sf j M j D
t

tj n n

sf vD j j INS j j M j D
t

T
t t t t T t t t

T
t t t t T t





 
       

 

 
      

 





δv f κ

f δv κ

    

  

    （6.4-45） 

这便是惯导/航位推算增量组合的量测方程。 

若选择状态向量 
T

T T T T T T( ) ( ) ( ) ( )n b b

D
   X δv δp ε κ                   （6.4-46） 

则惯导/航位推算增量组合模型为 

( ) ( ) ( ) ( )z j j j jt t t t

  


 

X FX GW

H X V
                         （6.4-47） 

其中 

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3
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n
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n
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


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  
 
 
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





， 
b
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b

a

 
  
 

w
W

w
 

1
3 3 3 9( ) d ( ) ( )

2

j

j

tj n

j sf vD j j M j
t

T
t t t T t


 

  
      

  
H f I 0  

( )jtV 为量测噪声。 

在惯导/航位推算增量组合模式下，量测本质上为速度误差，惯导的位置误差是不可直接观测的，

因而只能通过估计出惯导的速度误差再进行积分预测出惯导位置误差。 

6.5 低成本姿态航向参考系统（AHRS） 

随着 MEMS（Micro-Electro-Mechanical Systems，微机电系统）制造技术的发展，MEMS 惯性传感

器以其成本低、体积小、功耗低等优点，在军事、工业甚至民用消费电子领域获得了广泛的应用。目前，

由于 MEMS 惯性传感器精度低，难以单独进行长时间导航（一般只能维持数秒钟），往往需要结合其他传

感器共同使用，比如卫星导航系统或地磁传感器，或者在特定的环境下采取特殊数据处理的方法，才能

实现特定的导航任务。 
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6.5.1 简化的惯导算法及误差方程 

在低成本 MEMS 惯导系统中，陀螺精度（零偏稳定性及重复性）为 0.1°/s 量级，加速度计精度为

5mg 量级。由于陀螺精度太低，无法敏感到地球自转信息，因而没有必要采用 4.1 节所述的完整而复杂

的捷联惯导更新算法，可对其作大幅简化。 

简化的捷联姿态更新算法为  

( 1)

( ) ( 1) ( )

n n b m

b m b m b m



Q Q Q                               （6.5-1） 

其中  

     ( 1)

( )

cos
2

sin
2

m

b m

b m
m m

m









 
 
 

 
  

Q
Δθ

                             （6.5-2） 

( )

n

b mQ 表示 mt 时刻的姿态变换四元数， ( 1)

( )

b m

b m


Q 是从

1mt 
时刻到 mt 时刻的姿态四元数变化（记采样间隔

1s m mT t t   ），
mΔθ 是陀螺在时间段

1[ , ]m mt t
内输出的角增量且

m m  Δθ 。低精度陀螺一般采用角速率

输出采样方式，只需简单地将其乘以采样间隔
sT 即可近似变换为角增量。 

对于中低速行驶的运载体，比如地速 v <100m/s，在惯导比力方程（4.1-20）中，其右端第二项

(2 )n n n

ie en en ω ω v 的量级最大约为
iev =1mg，因此可以忽略地球自转及地球曲率的影响，速度更新方程

简化为 

1 ( )

n n n n

m m sf m sT  v v Δv g                          （6.5-3） 

其中 

( ) ( 1)

1
( )

2

n n

sf m b m m m m  Δv C Δv Δθ Δv                      （6.5-4） 

n

mv 为
mt 时刻的惯导速度，

( 1)

n

b mC 为与四元数
( 1)

n

b mQ 对应的姿态阵，
mΔv 是加速度计在时间段

1[ , ]m mt t
内输

出的比力增量，实际中也可采用比力输出乘以采样间隔进行近似。 

一般应用中，低成本 MEMS 系统通常在小范围内运动，比如数百米，这时可以选择当地直角坐标

系作为导航参考坐标系（ n 系），导航起始点作为坐标原点（o ），三坐标轴（
nox 、

noy 和
noz ）分别指

向东向、北向和天向。在直角坐标系下，导航定位微分方程将变得非常简单，为 n np v ，对其离散化

即得位置更新方程 

1
1

2

n n
n n m m
m m sT




 

v v
p p                          （6.5-5） 

其中，记  
Tn

m m m mx y zp 。 

 参考 4.2 节的推导，不难获得与上述简化导航算法相对应的低精度惯导系统误差方程，如下 

( )n b

b r   C ε w                            （6.5-6a） 

( )n n n b

sf b r     δv f C w                     （6.5-6b） 

n nδp δv                             （6.5-6c） 

其 中 , 
w 和

w 分 别 为 陀 螺 角 速 率 白 噪 声 和 加 计 比 力 白 噪 声 ，
T

b b b b

r rx ry rz     ε 和

T
b b b b

r rx ry rz
       分别为陀螺和加速度计一阶马尔科夫过程随机误差，如下 

1b b

ri ri rGi

Gi

w 


      和  
1b b

ri ri rAi

Ai

w


         , ,i x y z        （6.5-7） 

Gi 和
Ai 是相应的相关时间常数，

rGiw 和
rAiw 是一阶马尔科夫过程激励白噪声。对于低精度的惯性器件，

假设其时间相关误差模型为一阶马尔科夫过程是非常实用的：其一，与随机常值模型相比，一阶马尔科
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夫模型可在长时间组合滤波后避免滤波器过度收敛现象，过度收敛会导致滤波器抗干扰性能变差；其二，

如果惯性器件误差中确实存在较大随机常值成分，可通过滤波器的惯性器件误差反馈校正，消除随机常

值误差的影响；其三，与同时建立随机常值和一阶马尔科夫过程两种模型相比，仅使用后者有利于降低

建模维数和滤波计算量。 

6.5.2 地磁场测量及误差方程 

参见图 6.5-1，地球在其外部产生一个巨大的磁场，可视为一个磁偶极子，其两极（S 极和 N 极）

分别位于地球的地理北极和地理南极附近，地磁两极的连线称为磁轴，磁轴与地球的自转轴之间约存在

11.5°的倾斜，这使得地磁北向和地理北向一般不重合，该偏差角称为磁偏角，比如在我国磁偏角通常情

况下为 2～3°，最大可达 10°。地磁场是矢量场，其强度大小约为 0.5～0.6G（G—高斯），通常规定顺

着磁力线方向为磁场的正方向。 

              

Ho

mx

my

mz

x
z

nx

ny
nz

 
图 6.5-1 地磁场                      图 6.5-2 磁场坐标系定义 

在某一小范围区域内，可将地磁场矢量H 当作常矢量看待，建立磁场坐标系（
m m mox y z 系，简记m

系），参见图 6.5-2，
moy 轴指向磁场方向、

mox 轴在水平面内，三轴构成右手直角坐标系。在图 6.5-2 中，

显然有地磁在m 系的投影  
T

0 0m HH ，其中磁场大小记为H  H ； H 与水平面
n nox y 之间夹角

x 称为磁倾角，地理北向至H 的水平面投影线之间的夹角
z 称为磁偏角。 

由图 6.5-2 可见，地理坐标系
n n nox y z 绕

noz 轴转动
z 角度再绕

mox 轴转动
x 角度即得磁场坐标系

m m mox y z ，因此
n n nox y z 系至

m m mox y z 系的坐标变换矩阵为 

cos sin 0 1 0 0

sin cos 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cos

cos sin cos sin sin

sin cos cos cos sin

0 sin cos

z x

z z

n

m z z x x

x x

z z x z x

z z x z x

x x

 

 

   

 

    

    

 

 

   
   

  
   
      

 
 

 
 
  

C C C

             （6.5-8） 

在实际应用中，真实的角度参数
x 和

z 是难以精确获得的，假设实际给出的粗略估计值为
x 和

z ，

均存在小量误差，分别记为
x x x    和

z z z    ，由
x 和

z 确定的计算磁场坐标系简记为m系，

则有m 系至m系的变化矩阵 

cos sin cos sin sin

sin cos cos cos sin

0 sin cos

1 0

1 ( )

0 1

z x

z z x z x

m

m z z x z x

x x

z

z x

x

 

    

    

 



 



  

 
 

  
 
  

 
 

    
 
  

C C C

I δη

          （6.5-9） 

http://baike.baidu.com/subview/2489/5459693.htm
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其中，记磁偏差角矢量  
T

0x z δη 。 

 由三轴磁强计测量敏感轴确定的直角坐标系记为
mb 系，一般惯导 IMU 与磁传感器之间会存在小量的

安装偏差角，假设磁传感器坐标系绕其三轴分别转动角度
x 、

y 和
z 可得 IMU 坐标系，即两传感器坐

标系之间的失准角为
T

x y z     γ ，则有 

1

( ) 1

1

m

z y

b

b z x

y x

 

 

 

 
 

     
  

C I γ                        （6.5-10） 

三轴磁强计测量的是地磁场矢量在
mb 系下的投影坐标，记输出为 mb

H ，现对差值 mbn n m

b mC H C H 进

行推导，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ((

m mb bn n m n b n m m

b m b b m m

n b n m

b m

n b n b n b n m n m

b b b m m

n b n b n b n n m

b b b m

n b n b n

b b b

   

       

            

            

   

C H C H C C H C C H

I C I γ H C I δη H

C H C H C γ H C H C δη H

C H C H C H γ H C H δη

C H C H C H







 ) ) ( )b n n n n

b m
        C γ H H C δη

     （6.5-11） 

其中， n

bC 是由捷联惯导提供的姿态矩阵计算值，为失准角。若不考虑磁传感器的测量误差（比如零偏

和比例系数误差等），在式（6.5-11）右端作近似 n n b

bH C H ，则可简化为 

( ) ( )mbn n m n n n n n

b m b m      C H C H H H C γ H C δη                 （6.5-12） 

将式（6.5-12）两边同时除以磁场大小 mb m nH   H H H ，记为量测量
HZ ，则可得 

2 ( ) ( )mbn n n n n n n

H b m b m       Z C h C e h h C γ h C δη                （6.5-13a） 

其中，归一化磁场测量值 /m m mb b b
h H H 、 /n n nh H H ，单位元  

T

2 0 1 0e 。 

如果磁偏角参数
x 和 z 准确已知，并且 IMU 与磁传感器两坐标系之间相互重合，或误差经过了失

准角补偿，则量测方程（6.5-13a）可简化为 

2

n b n n

H b m   Z C h C e h                            （6.5-13b） 

6.5.3 低成本组合导航系统模型 

在低精度惯导/卫星/地磁组合导航系统中，选择惯导系统的姿态失准角、速度误差 n
δv 、定位误

差 n
δp 、陀螺相关漂移 b

rε 、加速度计相关偏值 b

r ，以及磁倾角
x 和磁偏角 z 作为状态（共 17 维），如

下 
T

T T T T T( ) ( ) ( ) ( )n n b b

r r x z    X δv δp ε                （6.5-14） 

系统状态空间模型为 

  


 

X FX GW

Z HX V
                             （6.5-15） 

其中 
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3 3 3 3 3 3

15 23 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

2 17

n

b

n n

sf b

G

A

   

  

   

   

   



 
 

 
 

  
 

 
 
  

C

f C

I
F

β

β

0 0 0 0

0 0 0

00 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0

， 

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 12

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

2 12

n

b

n

b

  

  



   

   



 
 
 
 

  
 
 
 
  

C

C

G
I

I

  

  



  

  



， 

rG

rA





 
 
 
 
 
  

w

w
W

w

w
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G

H

 
  
 

H
H

H
，  6 3 6 6 6 8G   H I0 0 ，

3 12 (:,1) (:,3)( ) ( ) ( )n n n

H 
       H h h h0  

diag(1/ 1/ 1/ )s sx sy sz  β ( , )s G A ，
(:, )( )n

jh 表示 ( )nh 的第 j 列向量，V 为测量噪声。 

注意到，在式（6.5-12b）右端括号中，失准角和磁参数 ξ处于对等的位置上，单从量测方程而言，

这两者是无法区分的；此外，在式（6.5-15）的系统矩阵F 中，与 ξ对应的行向量均为 0，因此，ξ能否

估计出来将取决于的估计效果。 

6.5.4 低成本惯导的姿态初始化 

低精度惯导系统在导航初始化时，静止状态下可通过加速计输出计算水平姿态角，但是，由于陀螺

精度太低，不能完成方位自主对准，而只能采用地磁测量来实现，或者在运动条件下依靠卫星导航信息

测量的方法进行方位对准。 

1 利用加速度计进行水平姿态对准 

在静态环境下，运载体的线运动及其导数均为 0，比力方程（4.1-20）简化为 
n b n

b sf C f g0                                 （6.5-15） 

实际应用时，为了减小加速度计测量噪声和外界晃动干扰加速度的影响，常常使用一小段时间内的平均

比力进行计算。式（6.5-15）移项，再两边同时左乘 T( )n

bC ，得 
T( )b n n

sf b f C g                                 （6.5-16） 

上式展开成分量形式，即 
T

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

0

b

sfx

b

sfy

b

sfz

f C C C

f C C C

f C C C g

     
     

      
         

                       （6.5-17） 

其中，记
T

b b b b

sf sfx sfy sfzf f f   f ，
ijC 为 n

bC 的第 i 行 j 列元素，  
T

0 0n gg ，g 为当地重力加速度的

大小。由式（6.5-15）可解得 

31

32

33

/

/

/

b

sfx

b

sfy

b

sfz

C f g

C f g

C f g

  
  

   
     

                              （6.5-18） 

上式表明姿态阵 n

bC 的第三行向量是地垂线在载体系下的投影。从上式只能求得姿态阵 n

bC 中的最后一行

元素
31C 、

32C 和
33C ，而 n

bC 的前两行所有元素是不定的，在满足右手姿态阵条件下可取任意值。 

记姿态阵 n

bC 的三个行向量分别为
1C 、

2C 和
3C ，即有

T
T T T

1 2 3( ) ( ) ( )n

b
   C C C C ，构造 n

bC 的一

种简便方法如下所述： 

a）取 n

bC 的第三行向量  3 31 32 33

b b b

sfx sfy sfz

b b b

sf sf sf

f f f
C C C

 
  
  

C
f f f

； 

b）在  3 31 32 33C C CC 中寻找绝对值最大的元素
3 jC （比如为第一元素

31C ），与任一非第 j 列元

素交换并将
3 jC 取相反数，剩余一元素直接置为 0，构造临时向量

2
C （比如为  2 32 31 0C C  C ），显

然
2
C 为 非 零 向 量 且 与

3C 正 交 ， 再 将  2 21 22 23C C C   C 归 一 化 即 得 n

bC 的 第 二 行 向 量

2321 22
2

2 2 2

CC C  
  

   
C

C C C
； 

c） n

bC 的第一行向量构造为
1 2 3 C C C 。 

在上述步骤 b）中选择绝对值最大的元素
3 jC ，可改为选择任一绝对值大于 3 / 3 0.5 （甚至稍大

于 0）的元素，也是可行的。 
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值得指出的是，经过上述处理后给出的姿态阵 n

bC ，若计算其三个欧拉角，则仅有水平姿态角（俯仰

角和横滚角）是载体真实姿态的反映，而方位角没有实际物理意义，可记 h n

b bC C ， h 系称为当地水平

坐标系，其隐含方位角无效或不确定。 

2 利用地磁测量进行方位对准 

在初始对准过程中，如果地磁测量信息可用，通常可忽略小的磁偏角影响，直接以磁方位近似代替

地理方位进行方位对准。当然，若已知当地磁偏角参数，为提高方位精度可作适当的补偿。 

假设经过加速度计水平对准之后，获得姿态矩阵 h

bC 。真实姿态矩阵为 n

bC ，它可分解为 
n n h

b h bC C C                                （6.5-19） 

其中， n

hC 是与方位有关的矩阵，可展开为 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

n

h

 

 

 
 


 
  

C                           （6.5-20） 

后面将会看到，并不需要知道 n

hC 中符号的具体含义，只需求得其正/余弦值即可。 

根据地磁场的测量关系 
n h b n

h b C C h h    即   n h n

h C h h                      （6.5-21） 

其中，记归一化地磁矢量
T

/n n m n n n

m E N UH h h h    h C H ，
T

0h h h

x yh h   h 。将式（6.5-20）代入

n h n

h C h h ，展开并只取 x 和 y 分量，得 

cos sin

sin cos

n h h

E x y

n h h

N x y

h h h

h h h

 

 

  


 

                          （6.5-22） 

由上式可解得 

2 2

2 2

sin
( ) ( )

cos
( ) ( )

n h n h

E y N x

h h

x y

n h n h

E x N y

h h

x y

h h h h

h h

h h h h

h h





  






 

                           （6.5-23a） 

或者 

atan2( , )n h n h n h n h

E y N x E x N yh h h h h h h h                       （6.5-23b） 

其中， atan2()为四象限反正切函数。至此，求得了方位校正矩阵 n

hC ，再利用式（6.5-19）可完成方位

对准。 

注意到，式（6.5-16）和式（6.5-21）表示两个矢量的测量转换关系，重新整理书写如下 
n n b

b sf

n n b

b

 




g C f

h C h

                               （6.5-24） 

实际上，利用 6.1.1 节所述的双矢量定姿算法，由上式计算可同时实现水平姿态和方位对准。 

3 利用卫星导航进行方位对准 

完成水平对准之后，如果卫星导航信号可用，对于固定翼飞行器，其飞行速度方向一般沿载体纵轴

方向（正前方），根据运行轨迹的航迹角或卫星测量速度矢量，容易求得载体纵轴相对于地理北向的方

位角，利用该方位角，与由 h

bC 计算获得的俯仰角和横滚角，即可求得初始姿态阵，完成姿态初始化。 

对于多旋翼飞行器，比如四旋翼无人机，其飞行速度方向具有任意性（即可沿载体任意方向飞行），

不能再采用类似固定翼的方位确定方法，但可以通过在水平方向上作直线加速度机动来实现，基本原理

叙述如下。 

对比力方程作如下近似和变换 
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n n b n n h b n n h n

b sf h b sf h sf     v C f g C C f g C f g                   （6.5-25） 

其中， h

bC 和 n

hC 的含义同式（6.5-19）。 

加速度机动意味着 n
v 不为零，它可通过两个时刻的卫星导航速度差分求得，近似计算为 

1( ) ( )

1

k k

n n

GNSS t GNSS tn

k kt t










v v
v                            （6.5-26） 

相应地， h

sff 对应于载体在时间段
1[ , ]k kt t

内的水平投影平均比力。 

展开式（6.5-25），仅取 x 和 y 分量，可得 

cos sin

sin cos

n h h

E sfx sfy

n h h

N sfx sfy

v f f

v f f

 

 

  


 

                           （6.5-27） 

其中，记
T

n n n n

E N Uv v v   v 和
T

h h h h

sf sfx sfy sfzf f f   f 。由上式可解得 

2 2

2 2

sin
( ) ( )

cos
( ) ( )

n h n h

E sfy N sfx

h h

sfx sfy

n h n h

E sfx N sfy

h h

sfx sfy

v f v f

f f

v f v f

f f





  






 

                            （6.5-28） 

不难看出，式（6.5-28）与式（6.5-23a）在形式上完全一致，水平加速度机动的实质是在水平方向上提

供了一个用于确定方位的观测量，这与地磁场的水平观测量作用完全一样。 

式（6.5-28）的分母表达式显示，较大的水平加速度有利于可靠地求得sin和cos。同理，在求

得 n

hC 之后，再代入 n n h

b h bC C C 即完成姿态初始化。 

6.5.5 捷联式地平仪的工作原理 

低精度 MEMS 组合导航的速度和位置主要依赖于卫星，如果卫星导航信号长时间不可用，MEMS

系统将无法独立进行速度和位置导航，误差会快速发散。但是，在一些特定环境下，比如飞行器悬停、

匀速或低加速度动态时，对加速度计输出进行机动判别，进而对水平姿态进行修正，能够长时间保持

MEMS 系统姿态的稳定可用，为运载体提供姿态参考。 

根据惯导比力方程，在低加速机动下近似有 
n b n

b sf C f g0                               （6.5-29） 

由关系式 ( )n n

b b  C I C 可得 ( )n n

b b  C I C ，将其代入上式，并且忽略加速度计测量误差，作近

似 b b

sf sff f ，则上式变为 

( ) n b n

b sf   I C f g0                            （6.5-30） 

再记 n n b

sf b sff C f 和 n n n

sf sf δf f g ，上式进一步化为 

n n

sf sf f δf                               （6.5-31） 

上式左边反对称阵 ( )n

sf f 是不可逆的，因而根据 n

sff 和 n

sfδf 不能完整地求出失准角。但是，注意到在低

加速度机动时近似有  
T

0 0n n

sf g  f g ，代入式（6.5-31）得 

0 0

0 0

* *

n

sfxE E

n n n

N N sfy sf

U

f

f

g g

 

  



        
        

               
                  

g δf               （6.5-32） 

上式中符号“*”表示不需关注的元素，不妨取为 0，记水平失准角  
T

0h

E N  和水平计算加速度（误

差）
T

0h n n

sf sfx sfyf f    δf ，由上式可得 

n h h

sf  g δf                              （6.5-33） 
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至此建立了失准角与水平加速度机动之间的关系。实际上，上式与捷联惯导静基座精对准误差式（6.2-4）

的水平分量含义是一致的。 

 由式（6.5-33）求解水平失准角 h 有两种方法，其一是直接求解法，其二是 Kalman 滤波估计法，

下面分别予以简单介绍。 

方法一：直接求解法。根据式（6.5-32），不难计算得 

3 3

1 1h h n

sf sf
g g

   δf e f e                         （6.5-34） 

其中，记单位矢量  
T

3 0 0 1e 。若将上式两边同时左乘 T( )n

bC ，记 T( )b n h

b C  ，可得 

T T T T

3 3

T T

3 3

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

b n h n n n n n

b b sf b sf b

b

sfb

sf b

sf

g g

g

          

   

C C f e C f C e

f
f C C

f

 

         （6.5-35） 

其中，
3C 表示姿态阵 n

bC 的第三行向量。由上式可见，两单位矢量 /b b

sf sff f 与 T

3C 之间的矢量夹角即为水

平失准角。 

方法二：Kalman 滤波估计法。选择水平失准角
E 、

N 和陀螺漂移 b

rε 作为状态（共 5维），以水平加

速度 n

sfxf 和 n

sfyf 作为量测，根据式（6.5-6a）、（6.5-7）和（6.5-33）可得系统状态空间模型为 

  


 

X FX GW

Z HX V
                             （6.5-36） 

其中 

E

N

b

r





 
 


 
  

X

ε

，
1

2

0 0

0 0

0 0 G

 
 

 
 
  

C

F C

β

， 
1 1 3

2 1 3

3 3 3 3





 

 
 

 
 
  

C

G C

I







， 
rG

 
  
 

w
W

w
 

n

sfx

n

sfy

f

f





 
  
  

Z ，
2 3

0

0
G

g

g


 
  
 

H 0  

diag(1/ 1/ 1/ )G Gx Gy Gz  β ，V 为加速度测量噪声。相较于直接求解法，Kalman 滤波估计法对陀螺

漂移也进行了细致建模，因而能够更好地反映系统的误差特性，一般具有更好的性能。 

 获得失准角计算值 b 或估计 ˆh 之后，再对计算姿态阵 n

bC 进行修正。现将失准角与陀螺角增量输出

mΔθ 结合，设计如下以四元数表示的姿态更新算法 

( 1)

( ) ( 1) ( )

n n b m

b m b m b m



Q Q Q ，   ( 1)

( )

cos
2

sin
2

m

b m

b m
m m

m









 
 
 

  
  

Q
Δθ

             （6.5-37） 

其中 

b

m m    Δθ Δθ     或者  T

( 1)
ˆ( )n h

m m b m 
   Δθ Δθ C            （6.5-38） 

mΔθ 是陀螺在时间段
1[ , ]m mt t

（
1s m mT t t   ）内输出的角增量， [0,1] 是失准角修正系数，

m
Δθ 是经

过失准角修正后的角增量且有
m m   Δθ 。利用上述两姿态更新算法，既可快速响应和跟踪运载体的角

运动变化，又能不断修正失准角，使误差不断减小，从而实现较高精度的水平姿态导航。 

需要特别指出的是，求解水平失准角 h 的难点在于正确判断运载体是否处于加速度机动状态，失准

角求解和修正应当在静止或者低加速度环境下实施，如果出现机动状态误判，可能会引入较大的姿态误

差。下面给出加速度机动判断的一些思路。 

首先，最容易想到的是，比较加速度计输出矢量 b

sff 的模值与当地重力大小 g ，如果满足准则
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1

b

sf g  f （
1 为预设的加速度阈值），则认为不存在加速度机动。为了降低加速度计测量噪声的影响，

一般在运载体平稳运动情况下（即姿态角变化不大时），使用加速度计在一小段时间内的平均值替代瞬

时值进行判断。但是，该判断准则往往过于宽松，比如取 2

1 0.5m/s  ，经计算，水平方向上的加速度

2 2 2(9.8 0.5) 9.8 3.2m/s   也近似满足该判断条件，显然这是不太合适的。因此，还需在准则

1

b

sf g  f 的基础上，再对水平计算加速度 h

sfδf 作进一步判断： 

（1）当
2

h

sf δf （
2 为另一预设阈值）时，判断为没有加速度机动，基本上可以放心地利用加速

度 h

sfδf 求解或估计水平失准角。 

（2）当
2

h

sf δf 时，还可能存在两种情况：一是计算姿态阵中的水平失准角 h 比较大，二是运载

体确实存在较大的水平加速度机动。如果条件
2

h

sf δf 只是在短时间内出现，则认为是存在短时的大加

速度机动；如果该条件连续出现较长时间，需再结合陀螺输出检查载体是否在进行盘旋运动，如果否定

盘旋运动，则可认为其根源在于失准角误差较大，需利用水平加速度进行姿态修正。 

一般而言，利用加速度计修正水平姿态的方法仅适合于运载体在大多数时间下运动比较平缓的情

形，这种导航方式常称为地平仪或垂直陀螺仪工作模式，它只要求导航系统给出运载体的俯仰角和横滚

角（即水平姿态角）信息，而对方位没有特别的要求，这种工作模式在某些平台稳定和航行器操纵等场

合有着重要的应用价值。当然，在地平仪模式下如果地磁测量信息可用，则可将式（6.5-13）也列入 Kalman

滤波量测方程，这样地平仪就具有了相对于地磁场的方位导航能力。 
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第 7 章 捷联惯导与组合导航仿真 

高精度惯导系统价格不菲，对于广大的学习或研究人员，鲜有机会接触，往往更难得到实际的测试

数据，这限制了算法研究的普及和深入探讨。仿真分析在惯导算法研究中发挥着重要的作用，它是实物

测试和应用的基础，通常只有前期经过仿真验证可行之后，才能考虑进一步往前推进到实物验证阶段，

仿真分析有利于节约实际系统的测试成本。一般情况下，在仿真建模中考虑的是主要误差影响因素，这

有利于系统模型的理论分析，获得主要结论，再者，通过与实物系统的测试比对，容易发现实物系统的

某些误差源干扰，可为系统改进和优化提供支持。 

7.1 飞行轨迹和惯性器件信息仿真 

7.1.1 飞行轨迹设计 

假设运载体为固定翼飞机，在飞行过程中攻角和侧滑角始终为零，即飞机仅存在沿机体坐标系（b 系）

纵轴向的速度分量（沿横轴向和立轴向的速度均为零），这时飞机的线运动可以利用机体系速度 b
v 的第

二分量 b

yv 进行描述，另外，飞机的角运动可以用欧拉角进行描述。飞机常见的基本飞行动作包括加速、

滚转、俯仰和转弯，下面逐一介绍它们的描述特征。 

（1）加速 

所有欧拉角均保持不变，仅存在纵轴向速度变化，描述为 

0     ， b

y yv a                             （7.1-1） 

其中，
ya 为设置的纵轴向加速度大小，特别当 0ya  时为减速运动，而当 0ya  时飞机处于静止或匀速

飞行状态。 

（2）滚转 

纵轴向速度保持不变，俯仰角和方位角也不变，仅存在横滚角变化，描述为 

0b

yv    ， 
                              （7.1-3） 

其中，
 为设置的横滚角变化率大小。 

（3）俯仰（抬头或低头） 

纵轴向速度保持不变，横滚角和方位角也不变，仅存在俯仰角变化，描述为 

0b

yv    ， 
                              （7.1-3） 



 

172 
 

其中，
 为设置的俯仰角变化率大小。 

（4）方位转弯 

纵轴向速度保持不变，俯仰角和横滚角也不变，仅存在方位角变化，描述为 

0b

yv    ， 
                              （7.1-4） 

其中，
 为设置的方位角变化率大小。参见图 7.1-1，根据空气动力学知识，飞机在进行方位转弯时，

转弯的向心加速度
ca 由空气升力

Lf 和重力 g 的合力提供，这时横滚角需满足如下协调转弯条件 

tan

b

yc
va

g g


                                  （7.1-5） 

因此，一般在设置方位转弯前都应先让飞机滚动相应角度。 

bx

bz

ca

g

bo



by

Lf

 
图 7.1-1 飞机协调转弯示意图 

 记 欧 拉 角 向 量  
T

  Λ 、 欧 拉 角 速 率 向 量
T

       ω 、 机 体 系 加 速 度
T

0 0b

ya   a ，则飞行轨迹设置满足如下微分方程组 

b b

n n b

b

n

pv

 






 

Λ ω

v a

v C v

p M v

    即    b b

n b

pv b

 







Λ ω

v a

p M C v

                  （7.1-6） 

其中，初值为 

 
T

0 0 0 0( )t   Λ ，  
T

0 (0)( ) 0 0b b

yt v   v ，   
T

0 0 0 0( )t L hp  

输入为
 、

 、
 和

ya 。通过分段设置飞行动作，即轨迹分段输入参数
 、

 、
 和

ya ，利用式

（7.1-7）便可求解的轨迹参数 Λ、 n
v 和 p ，完成飞行轨迹设计。 

不只是固定翼飞机，对于车辆、舰船、导弹，甚至旋翼飞行器等航行器，如果行驶速度方向与纵轴

方向不一致（视为攻角和侧滑角），通过增加一次简单的旋转变换，并将攻角和侧滑角作为轨迹输入参

数，即可实现更加复杂的轨迹设计。或者，只需在上述零攻角和侧滑角轨迹设计的基础上，简单对姿态

阵做攻角和侧滑角变换即可（ n
v 和 p 不需改动）。 

7.1.2 捷联惯导反演算法 

根据 4.1 节，重写捷联惯导姿态和速度数值更新算法，如下 

（1）姿态更新 
( ) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( )

n m n m n m b m

b m n m b m b m

 

 C C C C                          （7.1-7a） 

( ) T

( 1) ( 1/2)( )n m n

n m RV in mT C M ω ， ( 1)

( ) ( )( )b m b

b m RV ib m

 C M                 （7.1-7b） 

其中 

( ) 1

1

12

b

ib m m m m  Δθ Δθ Δθ                         （7.1-7c） 

（2）速度更新 
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( ) ( 1)

1 ( ) ( )

n m n m n n

m m sf m cor / g m



  v v Δv Δv                       （7.1-8a） 

( ) ( 1/2) ( 1/2) 1/2 1/22n n n n n

cor / g m ie m en m m mT T   
      Δv ω ω v g             （7.1-8b） 

( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( 1/2) ( 1) ( ) ( )( + )
2

n n n m b m b m

sf m in m b m m rot m scul m

T   

 

 
    
 

Δv I ω C Δv Δv Δv            （7.1-8c） 

其中 

( 1)

( )

1

2

b m

rot m m m

  Δv Δθ Δv                          （7.1-8d） 

( 1)

( ) 1 1

1
( )

12

b m

scul m m m m m



    Δv Δθ Δv Δv Δθ                 （7.1-8e） 

在完成 7.1-1 节飞行轨迹设计后，轨迹的姿态、速度和位置参数均为已知量，因而， ( )

( )

n m

b mC 、 ( )

( 1)

n m

n mC 、

( 1/2)

n

in mω 、
( )

b

ib m 、
( )

n

sf mΔv 、
( )

n

cor / g mΔv 、
( 1/2)

n

ie mω 、
( 1/2)

n

en mω 和
1/2

n

mg 等量均是已知或可计算的。 

首先，在式（7.1-7）中，将陀螺角增量
mΔθ 视为未知量，通过（7.1-7c）可解得 

1

1 ( )

1

12

b

m m ib m





 
   
 

Δθ I Δθ                         （7.1-9） 

可令初值
0 Δθ 0 。 

其次，在式（7.1-8）中，将加速度计速度增量
mΔv 视为未知量。由（7.1-8d）和（7.1-8e）代入（7.1-8c），

整理得 

( 1)

( ) ( 1/2) ( 1) 1 1

( 1)

( 1/2) ( 1) 1 1

1 1
+ ( )

2 2 12

1 1 1
( ) ( )

2 2 6 12

n n n m

sf m in m b m m m m m m m m

n n m

in m b m m m m m m

T

T



   



   

   
          
   

    
           
    

Δv I ω C Δv Δθ Δv Δθ Δv Δv Δθ

I ω C I Δθ Δθ Δv Δv Δθ

  （7.1-10） 

由上式可求得 
1

( 1)

1 ( 1) ( 1/2) ( ) 1

1 1 1
( ) ( )

2 6 2 12

b m n n

m m m n m in m sf m m m

T




   

    
           
    

Δv I Δθ Δθ C I ω Δv Δv Δθ   （7.1-11） 

可令初值
0 Δv 0。至此，求得角增量

mΔθ 和速度增量
mΔv ，实现惯性器件信息仿真。 

最后作几点说明：（1）在 7.1.1 节中分段设置飞行动作时，相邻阶段的输入参数之间容易产生较大

的台阶性跳变，使得轨迹的光滑性不好，一种简单的解决办法是同时对欧拉角向量 Λ和机体系速度 b
v 作

FIR 低通滤波处理，有利于提高轨迹的光滑性。（2）为了仿真效果更加逼真，可在欧拉角向量 Λ和速度 n
v

上添加适当的马尔可夫过程振动（注意细节：需将 Λ和 n
v 转换至机体坐标系加速度和速度，加上振动之

后再转换回来，因为振动一般是以机体坐标系为参考的）。（3）在微分方程组（7.1-6）中， Λ和 n
v 的数

值求解精度要求不需太高，然而，7.1.2 节所有算法都需要较高的解算精度，才能使惯性器件信息与轨

迹参数精确匹配，因此，在（7.1-6）中 Λ和 n
v 的求解可采用一阶欧拉法，而求解位置 p 可采用梯形法。

（4）为了提高轨迹和惯性器件信息求解精度，只需简单地缩小解算步长即可，再将相邻的数次惯性器

件增量输出累加，当作一次采样输出。 

7.1.3 仿真 

仿真程序采用 Matlab，这里仅给出与飞行轨迹和惯性器件生成直接相关的子程序，以及一个示例主

程序，更多的基本子函数参见 7.2 节。 

1 飞行轨迹生成 

function [att, vn, pos] = trjprofile(att0, vn0, pos0, wat, ts) 
    len = fix(sum(wat(:,5))/ts); 
    att = zeros(len, 3); vn = att; pos = att;  kk=1; 
    att(1,:) = att0'; vn(1,:) = vn0'; pos(1,:) = pos0'; 
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    vb = a2mat(att0)'*vn0; vby = vb(2);   % 求纵向速度 

    b = fir1(20, 0.01, 'low');  b = b/sum(b); x = repmat([att0;vby]',length(b),1); % 低通滤波器 

    for m=1:size(wat,1); 
        watk = wat(m,:); 
        for tk=ts:ts:(watk(5)+ts/10) 
            att0 = att0 + watk(1:3)'*ts;   vby = vby + watk(4)*ts; 

            x = [x(2:end,:); [att0;vby]']; y = b*x;  % 低通滤波 

            att(kk+1,:) = y(1:3); 
            vn(kk+1,:) = (a2mat(att(kk+1,:)')*[0;y(4);0])';  vn01 = (vn(kk,:)+vn(kk+1,:))/2; 
            eth = earth(pos(kk,:)',vn01'); 
            pos(kk+1,:) = pos(kk,:) + [vn01(2)/eth.RMh;vn01(1)/eth.clRNh;vn01(3)]'*ts;  kk = 
kk+1; 
        end 
    end 

att(kk:end,:) = []; vn(kk:end,:) = []; pos(kk:end,:) = []; 

 

2 惯性器件信息生成 

function [wm, vm] = av2imu(att, vn, pos, ts) 
    wm0 = zeros(3,1); vm0 = wm0; I33 = eye(3); 
    wm = att(2:end,:); vm = wm; 
    for k=2:length(att) 
        eth = earth((pos(k-1,:)+pos(k,:))'/2, (vn(k-1,:)+vn(k,:))'/2); 
        qbb = qmul(qmul(qconj(a2qua(att(k-1,:))),rv2q(eth.wnin*ts)),a2qua(att(k,:))); 
        phim = q2rv(qbb); 
        wm1 = (I33+askew(1/12*wm0))\phim; 
        dvnsf = vn(k,:)'-vn(k-1,:)'-eth.gcc*ts;  Cnb0 = a2mat(att(k-1,:)'); 
        vm1 = (I33+1/2*askew(1/6*wm0+wm1))\... 
              (Cnb0'*(I33+askew(eth.wnin*ts/2))*dvnsf-1/12*cross(vm0,wm1)); 
        wm(k-1,:) = wm1';  vm(k-1,:) = vm1;  wm0 = wm1; vm0 = vm1; 
    end 

 

3 主程序 

glvs;    % 加载全局变量 

ts = 0.01; 
att0 = [0;0;90]*arcdeg; vn0 = [0;0;0]; pos0 = [[34;108]*arcdeg;100]; 

%     俯仰角速率 横滚角速率 方位角速率 纵向加速度 持续时间 

wat = [  0,         0,          0,         0,         10       %静止 

        0,         0,          0,         1,         10       %加速 

        0,         0,          0,         0,         10       %匀速 

        5,         0,          0,         0,         4        %抬头 

        0,         0,          0,         0,         10       %匀速 

       -5,         0,          0,         0,         4        %低头 

        0,         0,          0,         0,         10       %匀速 

        0,         10,         0,         0,         1        %横滚 

        0,         0,          9,         0,         10       %转弯 

        0,        -10,         0,         0,         1        %横滚 

        0,         0,          0,         0,         10       %匀速 

        0,         0,          0,        -1,         10       %减速 

        0,         0,          0,         0,         10  ];    %静止 

wat(:,1:3) = wat(:,1:3)*arcdeg/1;  % ->deg/s 
[att, vn, pos] = trjprofile(att0, vn0, pos0, wat, ts); 
[wm, vm] = av2imu(att, vn, pos, ts); 
tt = (0:length(att)-1)'*ts; 

% 轨迹作图 

mysubplot(221, tt, att/arcdeg, '\theta, \gamma, \psi / \circ'); 
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mysubplot(222, tt, vn, 'v ^n / m/s'); 
mysubplot(223, tt, deltapos(pos), '\Deltap / m'); 
mysubplot(224, pos(:,2)/arcdeg, pos(:,1)/arcdeg, 'L / \circ', '\lambda / \circ'); 

          hold on, plot(pos(1,2)/arcdeg, pos(1,1)/arcdeg, 'ro'); 

%  惯性器件信息作图 

mysubplot(121, tt(2:end), wm/ts/arcdeg, 'Gyro / \circ/s'); 
mysubplot(122, tt(2:end), vm/ts, 'Acc / m/s^2'); 

 

程序运行结果如图 7.1-2 和图 7.1-3 所示。 

 
图 7.1-2  轨迹图 

 
图 7.1-3  惯性器件信息 

7.2 捷联惯导仿真 

按照程序设计模块化的原则，捷联惯导算法可分解为一系列的子函数模块，下面基于 Matlab 编程

逐个给出各子函数程序，读者可结合前述章节的理论公式进行细致解读。之后，利用各子函数构建捷联

惯导算法主程序，形成了算法具体实现的一个框架，可供应用参考。 

7.2.1 Matlab 子函数 

1 全局变量 

global Re ff wie g0 ug arcdeg arcmin arcsec hur dph dpsh ugpsHz   % 全局变量 
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Re = 6378137;            % 地球半径 

ff = 1/298.257;            % 地球扁率 

wie = 7.2921151467e-5;    % 地球自转角速率 

g0 = 9.7803267714;       % 重力加速度 

ug = g0*1e-6;            % 微 g 

arcdeg = pi/180;          % 角度 

arcmin = arcdeg/60;       % 角分 

arcsec = arcmin/60;       % 角秒 

hur = 3600;              % 小时 

dph = arcdeg/hur;         % 度/小时 

dpsh = arcdeg/sqrt(hur);    % 度/sqrt(小时) 

ugpsHz = ug/sqrt(1);      % ug/sqrt(Hz) 
 

2 三维向量的反对称阵（参见式（2.1-11）） 

function m = askew(v) 
    m = [ 0,     -v(3),   v(2);  
         v(3),   0,     -v(1);  
        -v(2),   v(1),    0   ]; 

 

3 姿态角转换为姿态阵（参见式（A-3）） 

function Cnb = a2mat(att) 
    s = sin(att); c = cos(att); 
    si = s(1); sj = s(2); sk = s(3);   ci = c(1); cj = c(2); ck = c(3); 
    Cnb = [ cj*ck-si*sj*sk,   -ci*sk,  sj*ck+si*cj*sk;    
           cj*sk+si*sj*ck,   ci*ck,  sj*sk-si*cj*ck; 
          -ci*sj,           si,     ci*cj         ]; 

 输入姿态角向量 att 含三个分量，分别为俯仰角 、横滚角和方位角 ，特别注意 ：程序中定义方

位角北偏西为正（而非北偏东为正），取值范围 ( π,π] 。 

 

4 姿态阵转换为姿态角（参见式（A-7）） 

function att = m2att(Cnb) 
    if abs(Cnb(3,2))<=0.999999 
        att = [ asin(Cnb(3,2)); -atan2(Cnb(3,1),Cnb(3,3)); -atan2(Cnb(1,2),Cnb(2,2)) ]; 
    else 
        att = [ asin(Cnb(3,2));  atan2(Cnb(1,3),Cnb(1,1));  0 ]; 
    end 

 

5 姿态角转换为四元数（参见式（A-8）） 

function qnb = a2qua(att) 
    s = sin(att/2); c = cos(att/2); 
    si = s(1); sj = s(2); sk = s(3); ci = c(1); cj = c(2); ck = c(3);  
    qnb = [ ci*cj*ck - si*sj*sk; 
          si*cj*ck - ci*sj*sk; 
          ci*sj*ck + si*cj*sk; 
          ci*cj*sk + si*sj*ck ]; 

% qnb = m2qua(a2mat(att)); 

该转换可通过姿态阵作为中间变量，先将姿态角转变为姿态阵再转变为四元数。 

 

6 四元数转换为姿态角 

function att = q2att(qnb) 
att = m2att(q2mat(qnb)); 

 
7 姿态阵转换为四元数（参见式（A-12）） 

function qnb = m2qua(Cnb) 
    C11 = Cnb(1,1); C12 = Cnb(1,2); C13 = Cnb(1,3);  
    C21 = Cnb(2,1); C22 = Cnb(2,2); C23 = Cnb(2,3);  
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    C31 = Cnb(3,1); C32 = Cnb(3,2); C33 = Cnb(3,3);  
    if C11>=C22+C33 
        q1 = 0.5*sqrt(1+C11-C22-C33); 
        q0 = (C32-C23)/(4*q1); q2 = (C12+C21)/(4*q1); q3 = (C13+C31)/(4*q1); 
    elseif C22>=C11+C33 
        q2 = 0.5*sqrt(1-C11+C22-C33); 
        q0 = (C13-C31)/(4*q2); q1 = (C12+C21)/(4*q2); q3 = (C23+C32)/(4*q2); 
    elseif C33>=C11+C22 
        q3 = 0.5*sqrt(1-C11-C22+C33); 
        q0 = (C21-C12)/(4*q3); q1 = (C13+C31)/(4*q3); q2 = (C23+C32)/(4*q3); 
    else 
        q0 = 0.5*sqrt(1+C11+C22+C33); 
        q1 = (C32-C23)/(4*q0); q2 = (C13-C31)/(4*q0); q3 = (C21-C12)/(4*q0); 
    end 

qnb = [q0; q1; q2; q3]; 
 

8 四元数转换为姿态阵（参见式（2.4-25）） 

function Cnb = q2mat(qnb) 
    q11 = qnb(1)*qnb(1); q12 = qnb(1)*qnb(2); q13 = qnb(1)*qnb(3); q14 = qnb(1)*qnb(4);  
    q22 = qnb(2)*qnb(2); q23 = qnb(2)*qnb(3); q24 = qnb(2)*qnb(4);      
    q33 = qnb(3)*qnb(3); q34 = qnb(3)*qnb(4);   
    q44 = qnb(4)*qnb(4); 
    Cnb = [ q11+q22-q33-q44,  2*(q23-q14),      2*(q24+q13); 
           2*(q23+q14),     q11-q22+q33-q44,  2*(q34-q12); 
           2*(q24-q13),      2*(q34+q12),     q11-q22-q33+q44 ]; 

 

9 旋转矢量转换为变换矩阵（参见式（2.2-16）） 

function m = rv2m(rv) 

   nm2 = rv'*rv;  % 旋转矢量的模方 

    if nm2<1.e-8   % 如果模方很小，则可用泰勒展开前几项求三角函数 

        a = 1-nm2*(1/6-nm2/120); b = 0.5-nm2*(1/24-nm2/720); 
    else 
        nm = sqrt(nm2); 
        a = sin(nm)/nm;  b = (1-cos(nm))/nm2; 
    end 
    VX = askew(rv); 

m = eye(3) + a*VX + b*VX^2; 
 

10 旋转矢量转换为变换四元数（参见式（2.4-21）） 

function q = rv2q(rv) 

    nm2 = rv'*rv;  % 旋转矢量的模方 

    if nm2<1.0e-8  % 如果模方很小，则可用泰勒展开前几项求三角函数 

        q0 = 1-nm2*(1/8-nm2/384); s = 1/2-nm2*(1/48-nm2/3840); 
    else 
        nm = sqrt(nm2); 
        q0 = cos(nm/2); s = sin(nm/2)/nm; 
    end 

q = [q0; s*rv]; 
 

11 变换四元数转换为旋转矢量 

function rv = q2rv(q)  
 if q(1)<0,  q = -q;  end 

nmhalf = acos(q(1));  % 等效旋转矢量模值的一半 

    if nmhalf>1e-20,  b = 2*nmhalf/sin(nmhalf); 
    else            b = 2;                end 
    rv = b*q(2:4); 

首先，将四元数转化为标量非负的四元数；其次，根据公式
0 cos sin

2 2
vq

 
   Q q u  
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sin( / 2)
cos

2 2 / 2

 


  


，先由四元数的标量关系

0 cos
2

q


 求旋转矢量模值的一半
0acos( )

2
q


 ，再由矢量

关系
sin( / 2)

2 / 2
v




 q


求等效旋转矢量
( / 2)

2
sin( / 2)

v




 q 。 

 

12 四元数共轭（参见式（2.4-13）） 

function qout = qconj(qin) 
    qout = [qin(1); -qin(2:4)]; 

 

13 四元数归一化 

function qnb = qnormlz(qnb) 
    nm = qnb'*qnb; 

    if nm<1e-6,  qnb = [1; 0; 0; 0];  % 表示姿态的四元数，其模值应约为1 

    else        qnb = qnb/sqrt(nm);    end 
 

14 四元数相乘（参见式（2.4-6）） 

function q = qmul(q1, q2) 
    q = [ q1(1) * q2(1) - q1(2) * q2(2) - q1(3) * q2(3) - q1(4) * q2(4); 
        q1(1) * q2(2) + q1(2) * q2(1) + q1(3) * q2(4) - q1(4) * q2(3); 
        q1(1) * q2(3) + q1(3) * q2(1) + q1(4) * q2(2) - q1(2) * q2(4); 
        q1(1) * q2(4) + q1(4) * q2(1) + q1(2) * q2(3) - q1(3) * q2(2) ]; 

 

15 四元数乘向量（三维向量的坐标变换）（参见式（2.4-26）） 

function vo = qmulv(q, vi) 
    qi = [0;vi]; 
    qo = qmul(qmul(q,qi),qconj(q)); 
    vo = qo(2:4,1); 
    % vo = q2mat(q)*vi; 

该变换也可以先将四元数变换为矩阵，再利用矩阵乘以向量。 

 

16 四元数加失准角误差 

function qpb = qaddphi(qnb, phi) 
    qpb = qmul(rv2q(-phi),qnb); 

矩阵表示式（4.2-5），即 n n n

b n b

 
C C C ，改成四元数形式为 n n n

b n b

 
Q Q Q 。由于从真实导航系（n 系）

到计算导航系（n系）的失准角为，反之，从n系到n 系的失准角应为 ，若将 视为等效旋转矢

量，则与其等效的变换四元数为 n

n


Q 。上述程序中，变量 qpb、qnb 和 phi 分别代表 n

b


Q 、 n

bQ 和。 

 

17 四元数减失准角误差 

function qnb = qdelphi(qpb, phi) 
    qnb = qmul(rv2q(phi), qpb); 

上述程序对应于公式 n n n

b n b



Q Q Q ，其含义是，在计算姿态四元数中扣除失准角后，获得真实（更

精确的）姿态四元数。 

 

18 由计算四元数和真实四元数计算失准角误差 

function phi = qq2phi(qpb, qnb) 
    qerr = qmul(qnb, qconj(qpb)); 

phi = q2rv(qerr); 

先根据公式 *( )n n n

n b b



 Q Q Q 求得误差四元数 n

nQ ，再由 n

nQ 求解失准角。 

 

19 圆锥/划船误差补偿（参见式（2.6-24）和表 2.6-2） 

function [phim, dvbm] = cnscl(wm, vm) 
    cs = [  [2,    0,    0,    0,   0    ]/3 
          [9,    27,   0,    0,    0    ]/20 
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          [54,   92,   214,  0,    0    ]/105 
          [250,  525,  650,  1375, 0    ]/504 

          [2315, 4558, 7296,  7834, 15797]/4620  ];  % 2-6 子样补偿系数 

    wmm = sum(wm,1);  vmm = sum(vm,1);  dphim = zeros(1,3);  scullm = zeros(1,3); 

    n = size(wm, 1);  % 子样数 

 if n>1 
        csw = cs(n-1,1:n-1)*wm(1:n-1,:); csv = cs(n-1,1:n-1)*vm(1:n-1,:); 

        dphim = cross(csw,wm(n,:));  % 圆锥补偿量 

        scullm = cross(csw,vm(n,:))+cross(csv,wm(n,:));  % 划船补偿量 

    end 
 phim = (wmm+dphim)'; 
 dvbm = (vmm+0.5*cross(wmm,vmm)+scullm)'; 

 

20 地球导航参数计算（参见 3.1 节和 3.2 节） 

function eth = earth(pos, vn) 
global Re ff wie g0 

    ee = sqrt(2*ff-ff^2);  e2 = ee^2;  %第一偏心率 

    eth.sl = sin(pos(1));  eth.cl = cos(pos(1));  eth.tl = eth.sl/eth.cl;  
    eth.sl2 = eth.sl*eth.sl;  sl4 = eth.sl2*eth.sl2; 
    sq = 1-e2*eth.sl2;  sq2 = sqrt(sq); 
    eth.RMh = Re*(1-e2)/sq/sq2+pos(3); 
    eth.RNh = Re/sq2+pos(3);  eth.clRNh = eth.cl*eth.RNh; 
    eth.wnie = wie*[0; eth.cl; eth.sl]; 
    eth.vn = vn; 
    eth.wnen = [-vn(2)/eth.RMh; vn(1)/eth.RNh; vn(1)/eth.RNh*eth.tl]; 
    eth.wnin = eth.wnie + eth.wnen; 
    eth.wnien = eth.wnie + eth.wnin; 

    gLh = g0*(1+5.27094e-3*eth.sl2+2.32718e-5*sl4)-3.086e-6*pos(3); % grs80重力模型 

    eth.gn = [0;0;-gLh]; 

    eth.gcc = eth.gn - cros(eth.wnien,vn); %考虑重力/哥氏力/向心力¦ 

 

21 惯性传感器数据注入误差 

function [wm, vm] = imuadderr(wm, vm, eb, web, db, wdb, ts) 
    m = size(wm,1); sts = sqrt(ts); 
    wm = wm + [ ts*eb(1) + sts*web(1)*randn(m,1), ... 
                ts*eb(2) + sts*web(2)*randn(m,1), ... 
                ts*eb(3) + sts*web(3)*randn(m,1) ]; 
    vm = vm  + [ ts*db(1) + sts*wdb(1)*randn(m,1), ... 
                ts*db(2) + sts*wdb(2)*randn(m,1), ... 
                ts*db(3) + sts*wdb(3)*randn(m,1) ]; 

在这里只考虑了陀螺随机常值漂移误差 eb、角度随机游走误差 web，以及加速度计随机常值偏值误

差 db、速度随机游走误差 wdb。 

 

22 捷联惯导更新算法（参见 4.1 节） 

function [qnb, vn, pos, eth] = insupdate(qnb, vn, pos, wm, vm, ts) 
    nn = size(wm,1);  nts = nn*ts; 

    [phim, dvbm] = cnscl(wm, vm);  % 圆锥误差/划船误差补偿 

    eth = earth(pos, vn);  % 地球相关参数计算 

    vn1 = vn + rv2m(-eth.wnin*nts/2)*qmulv(qnb,dvbm) + eth.gcc*nts;  % 速度更新 

    vn = (vn+vn1)/2; 

    pos = pos + [vn(2)/eth.RMh;vn(1)/eth.clRNh;vn(3)]*nts;  vn = vn1;  % 位置更新 

    qnb = qmul(rv2q(-eth.wnin*nts), qmul(qnb, rv2q(phim)));  % 姿态更新 

    qnb = qnormlz(qnb) 

在前面一系列基本子函数的基础上，这里捷联惯导更新算法函数的实现就变得非常简洁了。 
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23 辅助函数——求位置增量 

function dpos = deltapos(pos) 
    dpos = [[(pos(:,1)-pos(1,1)),(pos(:,2)-pos(1,2)).*cos(pos(:,1))]*6378137,pos(:,3)-pos(1,3)]; 

 

24 辅助函数——作图 

function mysubplot(mnp, x, y, xstr, ystr) 

    if mod(mnp,10)==1, figure; end   % 如果是第一幅小图，则新建一个figure 

    subplot(mnp); plot(x, y);  grid on; 

    if nargin==4, ystr = xstr; xstr = 't / s'; end  % 如果只输入一个字符串，则默认xlabel为时间 

    xlabel(xstr); ylabel(ystr); 

 

7.2.2 捷联惯导仿真主程序 

glvs; 

nn = 2; ts = 0.1; nts = nn*ts;  % 子样数和采样时间 

att = [0; 0; 30]*arcdeg; vn = [0;0;0]; pos = [34*arcdeg; 108*arcdeg; 100]; 

qnb = a2qua(att);  % 姿态、速度和位置初始化 

eth = earth(pos, vn); 
wm = qmulv(qconj(qnb),eth.wnie)*ts;  vm = qmulv(qconj(qnb),-eth.gn)*ts; 

wm = repmat(wm', nn, 1); vm = repmat(vm', nn, 1);  % 仿真静态IMU数据 

phi = [0.1; 0.2; 3]*arcmin;  qnb = qaddphi(qnb, phi); 

len = fix(3600/ts);  % 仿真时长 

avp = zeros(len, 10);  kk = 1;  t = 0; % 记录导航结果 [att, vn, pos, t] 

for k=1:nn:len 
    t = t + nts; 
    [qnb, vn, pos] = insupdate(qnb, vn, pos, wm, vm, ts);  vn(3) = 0; 

avp(kk,:) = [q2att(qnb); vn; pos; t]';  kk = kk+1; 

if mod(t,100)<nts,  disp(fix(t));  end  % 显示进度 

end 
avp(kk:end,:) = [];  tt = avp(:,end); 
mysubplot(221, tt, avp(:,1:2)/arcdeg, '\theta, \gamma / \circ'); 
mysubplot(222, tt, avp(:,3)/arcdeg, '\psi / \circ'); 
mysubplot(223, tt, avp(:,4:6), 'v ^n / m/s'); 
mysubplot(224, tt, deltapos(avp(:,7:9)), '\Deltap / m'); 

这里仅针对静态惯性器件进行了导航仿真，且仅添加了初始失准角误差，运行结果见图 7.2-1。读

者可试着运行上述代码，结合运行结果有助于更深入的理解。 

 
图 7.2-1  惯性导航结果 
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7.3 惯导/卫星组合导航仿真 

在 7.2 节列出子函数的基础上，这里在增加几个与 Kalman 滤波有关的子函数，实现组合导航仿真。 

7.3.1Matlab 子函数 

1 SINS 误差转移矩阵（参见 4.2 节和 6.3 节） 

function Ft = kfft15(eth, Cnb, fb) 
global g0 
    tl = eth.tl; secl = 1/eth.cl; 
    f_RMh = 1/eth.RMh; f_RNh = 1/eth.RNh; f_clRNh = 1/eth.clRNh; 
    f_RMh2 = f_RMh*f_RMh;  f_RNh2 = f_RNh*f_RNh; 
    vE_clRNh = eth.vn(1)*f_clRNh; vE_RNh2 = eth.vn(1)*f_RNh2; vN_RMh2 = 
eth.vn(2)*f_RMh2; 
    Mp1 = [ 0,           0, 0; 
           -eth.wnie(3), 0, 0; 
            eth.wnie(2), 0, 0 ]; 
    Mp2 = [ 0,             0,  vN_RMh2; 
            0,             0, -vE_RNh2; 
            vE_clRNh*secl, 0, -vE_RNh2*tl]; 
    Maa = askew(-eth.wnin); 
    Mav = [ 0,       -f_RMh, 0; 
            f_RNh,    0,     0; 
            f_RNh*tl, 0,     0 ]; 
    Map = Mp1+Mp2; 
    Mva = askew(Cnb*fb); 
    Mvv = askew(eth.vn)*Mav - askew(eth.wnien); 
    Mvp = askew(eth.vn)*(Mp1+Map); 
    scl = eth.sl*eth.cl; 
    Mvp(3,1) = Mvp(3,1)-g0*(5.27094e-3*2*scl+2.32718e-5*4*eth.sl2*scl); Mvp(3,3) = 

Mvp(3,3)+3.086e-6; 

    Mpv = [ 0,       f_RMh, 0; 
            f_clRNh, 0,     0; 
            0,       0,     1 ]; 
    Mpp = [ 0,           0, -vN_RMh2; 
            vE_clRNh*tl, 0, -vE_RNh2*secl; 
            0,           0,  0 ]; 
    O33 = zeros(3); 
    %%  phi      dvn     dpos    eb       db 
    Ft = [ Maa    Mav    Map    -Cnb     O33  
         Mva    Mvv    Mvp     O33     Cnb  
         O33    Mpv    Mpp     O33     O33 
         zeros(6,15) ]; 
 

2 Kalman 滤波器初始化 

function kf = kfinit(Qk, Rk, P0, Phikk_1, Hk, Tauk) 
    [kf.m, kf.n] = size(Hk); 
    kf.Qk = Qk; kf.Rk = Rk; kf.Pk = P0; kf.Xk = zeros(kf.n,1); 
    kf.Phikk_1 = Phikk_1; kf.Hk = Hk; 
    if nargin<6,  kf.Tauk = eye(kf.n); 
    else        kf.Tauk = Tauk;   end 

 

3 Kalman 滤波更新（参见图 5.2-1） 

function kf = kfupdate(kf, Zk, TimeMeasBoth) 
    if nargin==1,         TimeMeasBoth = 'T'; 
    elseif nargin==2,      TimeMeasBoth = 'B';    end 

    if TimeMeasBoth=='T' || TimeMeasBoth=='B'     % 时间更新 

        kf.Xkk_1 = kf.Phikk_1*kf.Xk; 
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        kf.Pkk_1 = kf.Phikk_1*kf.Pk*kf.Phikk_1' + kf.Tauk*kf.Qk*kf.Tauk'; 
    else % TimeMeasBoth=='M' 
        kf.Xkk_1 = kf.Xk; 
        kf.Pkk_1 = kf.Pk;  
    end 

    if TimeMeasBoth=='M' || TimeMeasBoth=='B'     % 量测更新 

        kf.PXZkk_1 = kf.Pkk_1*kf.Hk'; 
        kf.PZkk_1 = kf.Hk*kf.PXZkk_1 + kf.Rk; 
        kf.Kk = kf.PXZkk_1/kf.PZkk_1; 
        kf.Xk = kf.Xkk_1 + kf.Kk*(Zk-kf.Hk*kf.Xkk_1); 
        kf.Pk = kf.Pkk_1 - kf.Kk*kf.PZkk_1*kf.Kk'; 
    else % TimeMeasBoth=='T' 
        kf.Xk = kf.Xkk_1; 
        kf.Pk = kf.Pkk_1;  
    end 

    kf.Pk = (kf.Pk+kf.Pk')/2;   % P阵对称化 

 

7.3.2 组合导航仿真主程序 

glvs; 

nn = 2; ts = 0.1; nts = nn*ts; % 子样数和采样时间 

att0 = [0; 0; 30]*arcdeg; qnb0 = a2qua(att0); vn0 = [0;0;0]; pos0 = [34*arcdeg; 108*arcdeg; 100]; 

qnb = qnb0;  vn = vn0;  pos = pos0; % 姿态、速度和位置初始化 

eth = earth(pos, vn); 
wm = qmulv(qconj(qnb),eth.wnie)*ts;  vm = qmulv(qconj(qnb),-eth.gn)*ts; 

wm = repmat(wm', nn, 1); vm = repmat(vm', nn, 1);  % 仿真静态IMU数据 

phi = [0.1; 0.2; 3]*arcmin;  qnb = qaddphi(qnb, phi);  % 失准角 

eb = [0.01;0.015;0.02]*dph; web = [0.001;0.001;0.001]*dpsh;   % 陀螺常值零偏，角度随机游走

系数 

db = [80;90;100]*ug; wdb = [1;1;1]*ugpsHz;  % 加速度计常值偏值，速度随机游走系数 

Qk = diag([web; wdb; zeros(9,1)])^2*nts; 
rk = [[0.1;0.1;0.1];[[10;10]/Re;10]];  Rk = diag(rk)^2; 
P0 = diag([[0.1;0.1;10]*arcdeg; [1;1;1]; [[10;10]/Re;10]; [0.1;0.1;0.1]*dph; [100;100;100]*ug])^2; 
Hk = [zeros(6,3),eye(6),zeros(6)]; 

kf = kfinit(Qk, Rk, P0, zeros(15), Hk);  % kf滤波器初始化 

len = fix(3600/ts);  % 仿真时长 

avp = zeros(len, 10);  xkpk = zeros(len, 2*kf.n+1); kk = 1;  t = 0; % 记录导航结果 

for k=1:nn:len 
    t = t + nts; 
    [wm1, vm1] = imuadderr(wm, vm, eb, web, db, wdb, ts); 
    [qnb, vn, pos, eth] = insupdate(qnb, vn, pos, wm1, vm1, ts); 
    kf.Phikk_1 = eye(15) + kfft15(eth, q2mat(qnb), sum(vm1,1)'/nts)*nts; 
    kf = kfupdate(kf); 
    if mod(t,1)<nts 

        gps = [vn0; pos0] + rk.*randn(6,1);  % GPS速度位置仿真 

        kf = kfupdate(kf, [vn;pos]-gps, 'M'); 

        vn(3) = vn(3) - kf.Xk(6);  kf.Xk(6) = 0;  % ·反馈 

    end 
    avp(kk,:) = [qq2phi(qnb,qnb0); vn; pos; t]'; 
    xkpk(kk,:) = [kf.Xk; diag(kf.Pk); t]; kk = kk+1; 

    if mod(t,100)<nts,  disp(fix(t));  end  % 显示进度 

end 
avp(kk:end,:) = [];  xkpk(kk:end,:) = [];  tt = avp(:,end); 

% 状态真值与估计效果对比图 

mysubplot(321, tt, [avp(:,1:2),xkpk(:,1:2)]/arcmin, '\phi_E,\phi_N / \prime'); 
mysubplot(322, tt, [avp(:,3),xkpk(:,3)]/arcmin, '\phi_U / \prime'); 



 

183 
 

mysubplot(323, tt, [avp(:,4:6),xkpk(:,4:6)], '\deltav ^n / m/s'); 
mysubplot(324, tt, [deltapos(avp(:,7:9)),[xkpk(:,7),xkpk(:,8).*cos(avp(:,7))]*Re,xkpk(:,9)], '\DeltaP / 
m'); 
mysubplot(325, tt, xkpk(:,10:12)/dph, '\epsilon / \circ/h'); 
mysubplot(326, tt, xkpk(:,13:15)/ug, '\nabla / ug'); 

% ·方差收敛图 

pk = sqrt(xkpk(:,16:end-1)); 
mysubplot(321, tt, pk(:,1:2)/arcmin, '\phi_E,\phi_N / \prime'); 
mysubplot(322, tt, pk(:,3)/arcmin, '\phi_U / \prime'); 
mysubplot(323, tt, pk(:,4:6), '\deltav ^n / m/s'); 
mysubplot(324, tt, [[pk(:,7),pk(:,8)*cos(avp(1,7))]*Re,pk(:,9)], '\DeltaP / m'); 
mysubplot(325, tt, pk(:,10:12)/dph, '\epsilon / \circ/h'); 
mysubplot(326, tt, pk(:,13:15)/ug, '\nabla / ug'); 

程序运行结果见图 7.3-1 和图 7.3-2。同样，读者可运行上述代码，以加深理解。 

 

图 7.3-1  组合导航状态真值与滤波估计效果对比 
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图 7.3-2  组合导航方差收敛曲线 
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A 运载体姿态的欧拉角描述 

A.1 欧拉角的定义 

在三维空间中刚体（或坐标系）定点转动具有三个自由度，需要三个广义坐标才能完整描述。所谓

广义坐标，它是描述系统位形所需的一组独立参数，或最少参数。欧拉角是三个一组的角参数广义坐标，

最早由欧拉（Euler）提出而得名。与方向余弦矩阵和四元数相比，欧拉角表示法除参数的数目最少外，

其物理含义通常更加直观、更容易理解。但是，欧拉角的定义是不唯一的，根据坐标系绕其轴的旋转顺

序不同，存在多种定义方式：首先绕三个坐标轴中的任意一轴转动，有 3种情形；接着绕除第一次转轴

外的任意一轴转动，有 2种情形，最后绕除第二次转轴外的任意一轴转动，又有 2种情形，因此，总计

存在3 2 2 12   种定义方式。一般在给出欧拉角参数表示坐标系旋转时，都得指出相应的欧拉角定义方

式。 

图 A-1 和图 A-2 给出了 12种定义方式中的两种。 
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1 2( )x x

1y
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
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图 A-1  按 313 方式定义欧拉角               图 A-2  按 312 方式定义欧拉角 

在图 A-1 中，假设 0 0 0ox y z 为右手直角参考坐标系，对其实施如下三次转动：首先 0 0 0ox y z 系绕 0oz 轴

正向转动 角度得 1 1 1ox y z 系，显然两坐标系具有共同的oz 轴；接着 1 1 1ox y z 系绕 1ox 轴正向转动 角度

得 2 2 2ox y z 系，两坐标系具有共同的ox 轴；最后 2 2 2ox y z 系绕 2oz 轴正向转动 角度得 3 3 3ox y z 系，两坐

标系具有共同的oz 轴。上述转轴顺序及转角正负可简记为：“(+3)(+1)(+3）”，或省略“+”号后进一步
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简记为“313”，其中数字 1、2 和 3 分别表示绕ox 、oy和oz 轴转动，括号内“+”号表示绕相应轴按

右手规则转角方向定义为正，若使用“-”则定义为负。 

对于图 A-1，根据方向余弦阵与等效旋转矢量之间的关系式（2.2-18）～（2.2-20），可得参考坐标系

0 0 0ox y z 至动坐标系 3 3 3ox y z 的方向余弦阵： 

0 0 1 2

3 1 2 3

c s 0 1 0 0 c s 0

s c 0 0 c s s c 0

0 0 1 0 s c 0 0 1

c s c s s c s 0 c c s c s c s s c c s s

s c c c s s c 0 s c c c s s s c c c

0 s c 0 0 1

   

     

 
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 
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  （A-1） 

其中，简记三角函数s sin( ),c cos( ), ( , , )         。 

类似的，在图 A-2 中，不难看出它的欧拉角定义方式为“312”，三个坐标轴各转动了一次， 0 0 0ox y z

系至 3 3 3ox y z 系的方向余弦阵为 
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   （A-2） 

在导航应用中，习惯上使用一组欧拉角来描述运载体的空间指向，比如舰船、车辆或飞机等，其中

参考坐标系一般默认为当地地理坐标系，而动坐标系为与运载体固连的坐标系。与运载体固连的三轴俗

称为横轴、纵轴和立轴，它们在物理上具有明确的含义，是绝大多数运动和控制的参考基准。当运载体

水平停放时，横轴沿左右方向，可取向右方向为正；纵轴沿前后方向，可取向前方向为正；立轴沿上下

方向，可取向上方向为正。描述运载体的一组欧拉角通常也称为姿态角，包括航向角（方位角或偏航角）、

俯仰角（高低角或横摇角）和横滚角（滚动角或纵摇角），各角参数的定义与运载体各物理轴向相联系，

详细定义如下。 

参见图 A-3，航向角 ：运载体纵轴在当地水平面上的投影线与当地地理北向的夹角，常取北偏东

为正，即若从空中俯视运载体，地理北向顺时针旋转至纵轴水平投影线的角度，角度范围为 0～360°，

或[0,2π)；俯仰角 ：运载体纵轴与其水平投影线之间的夹角，当运载体抬头时角度定义为正，角度范

围-90°～90°，或[ π/2,π/2] ；横滚角 ：运载体立轴与纵轴所在铅垂面之间的夹角，当运载体向右倾

斜时角度定义为正，角度范围-180°～180°，或 ( π,π] 。 
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





 
图 A-3  运载体欧拉角定义 

若在地理坐标系和运载体坐标系上分别给出了具体的数学坐标系定义，比如
g g gox y z 系和 b b box y z

系，其中地理坐标系
g g gox y z 的三轴分别指向地理东向、北向和天向，俗称“东-北-天”地理坐标系；

运载体坐标系 b b box y z 的三轴分别指向横轴向右、纵轴向前和立轴向上，俗称“右-前-上”载体坐标系。

则图 A-3 给出的运载体欧拉角定义可以简单描述为“(-3)12”方式。类似的，如果
g g gox y z 和 b b box y z 分

别定义为“北-东-地”地理坐标系和“前-右-下”载体坐标系，则运载体欧拉角定义应相应地变为“321”

方式。由此可见，实际运载体欧拉角本质上是按物理轴向定义的，一般依次按“立轴下->横轴右->纵轴

前”方式进行，而与具体数学轴向选择无关。注意到，在前述两种定义方式中，当三个欧拉角均为 0时，

地理系和载体系是重合的，这是在定义参考坐标系和动坐标系时应当遵循的普遍原则。按照这一原则，

将欧拉角定义描述为“东-北-天(-3)12”或者“北-东-地 321”，含义就非常明确了。 

A.2 欧拉角、方向余弦阵和四元数之间的转换关系 

虽然航向角 习惯上常定义为北偏东为正，但当定义导航坐标系为“东-北-天”地理坐标系时，航

向角在绕天向轴转动时不符合右手规则。为了符合右手规则和推导公式简洁对称，除非特别说明，本文

将航向角定义为北偏西为正，且取值范围 ( π,π] ，这是在后续阅读相关公式时需要特别注意的。当然，

如果要将相关公式应用于北偏东的航向角，只需再增加一个简单的航向角转换过程即可。 

（1）从欧拉角到方向余弦阵 

在“东-北-天 312”欧拉角定义下，参考式（A-2），可得从地理坐标系到载体坐标系的方向余弦矩阵 
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            （A-3） 

式中， ( , 1,2,3)ijC i j  表示矩阵 g

bC 的第 i 行 j 列元素，上式便是根据欧拉角计算姿态阵的公式。 

（2）从方向余弦阵到欧拉角 

如果已知方向余弦矩阵 g

bC ，通过观察式（A-3），可得提取姿态角的数值方法如下所述。 

1）当
32 0.999999C  时，有 
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32

31 33

12 22
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
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 
  

                           （A-4） 

其中，数值0.999999为用户根据具体需求而设定的略小于 1 的数值；atan2( , )y x 为标准Ｃ语言函数库中

的求反正切函数，包含象限判断功能，但两个输入参数 x 和 y 不得同时为０，以
31 33atan2( , )C C   为例，

它在 g

bC 的第三行向量为单位向量且
32 0.999999C  时是可以保证

31C 和 33C 不同时为０的。 

2）当
32 0.999999C  时，有 π / 2  ，作近似sin 1  和cos 0  ，则 g

bC 可近似为 
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                         （A-5） 

3）当
32 0.999999C   时，有 π / 2  ，作近似sin 1   和cos 0  ，则 g

bC 可近似为 
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 

                        （A-6） 

式（A-5）和（A-6）显示，当俯仰角 在 π / 2 附近时，横滚角 和航向角 之间是无法单独分离的，

或者说两者都存在多值性，只有当指定其中某一个值之后才能够确定另外一个，比如一般可令 0  。 

综合前面分析，得由姿态阵求解欧拉角的完整算法如下 

32

31 33

32

12 22

13 11

32

asin( )

atan2( , )
0.999999

atan2( , )

atan2( , )
0.999999

0

C

C C
C

C C

C C
C















  


 

 
 

 

                （A-7） 

（3）从四元数到姿态阵 

参考式（2.4-25），将姿态阵与四元数之间转换关系重写如下 
2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2

1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

2( ) 2( )

2( ) 2( )

2( ) 2( )

g

b

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

     
 

      
      

C               （A-8） 

（4）从姿态阵到四元数 

根据式（A-8）的对角线元素，可得 

2 2 2 2

0 1 2 3 11

2 2 2 2

0 1 2 3 22

2 2 2 2

0 1 2 3 33

2 2 2 2

0 1 2 3 1

q q q q C

q q q q C

q q q q C

q q q q

    


   


   
    

   解得  

0 11 22 33

1 11 22 33

2 11 22 33

3 11 22 33

0.5 1

0.5 1

0.5 1

0.5 1

q C C C

q C C C

q C C C

q C C C

    

    


   


   

           （A-9） 

再由式（A-8）的非对角线元素，可得 
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1 2 0 3 12

1 2 0 3 21

1 3 0 2 13

1 3 0 2 31

2 3 0 1 23

2 3 0 1 32

2( )

2( )

2( )

2( )

2( )

2( )

q q q q C

q q q q C

q q q q C

q q q q C

q q q q C

q q q q C

 


 

  


 
  


 

      解得      

0 1 32 23

0 2 13 31

0 3 21 12

1 2 12 21

1 3 13 31

2 3 23 32

4

4

4

4

4

4

q q C C

q q C C

q q C C

q q C C

q q C C

q q C C

 


 

  


 
  


 

               （A-10） 

若仅根据式（A-9）将难以确定四元数各元素的正负符号。如果已知四元数的某一个元素，则根据

式（A-10）可求解其它元素，但须避免该已知元素为 0。由四元数归一化条件 2 2 2 2

0 1 2 3 1q q q q    可知，

必然有 2max( ) 1/ 4iq  成立，也就是说，四个元素中必然存在某个 1/ 2iq  。实际应用时，可先根据式（A-9）

计算获得某一个较大的元素 iq （不妨取为正值），再根据式（A-10）计算剩余的其它三个元素。 

在式（A-9）中，
1 11 22 330.5 1 0.5q C C C     等价于

11 22 331 1C C C    ，即
11 22 33C C C  ；同

理，有
2 11 22 330.5 1 0.5q C C C     等价于

22 11 33C C C  ；以及
3 11 22 330.5 1 0.5q C C C     等价

于
33 11 22C C C  。由此可得计算四元数各元素的伪代码如下 

11 22 33

32 23 13 3112 21
1 11 22 33 0 2 3

1 1 1

22 11 33

13 31 23 3212 21
2 11 22 33 0 1 3

2 2 2

33 11 22

21 12
3 11 22 33 0

if

0.5 1 , , ,
4 4 4

elseif

0.5 1 , , ,
4 4 4

elseif

0.5 1 ,
4

C C C

C C C CC C
q C C C q q q

q q q

C C C

C C C CC C
q C C C q q q

q q q

C C C

C C
q C C C q

 

 
      

 

 
      

 


     13 31 23 32

1 2

3 3 3

32 23 13 31 21 12
0 11 22 33 1 2 3

0 0 0

, ,
4 4

else

0.5 1 , , ,
4 4 4

end

C C C C
q q

q q q

C C C C C C
q C C C q q q

q q q

 
 

  
      

    （A-11） 

（5）从欧拉角到四元数 

在实际惯导的姿态更新算法中经常使用的是四元数，需要涉及到四元数和欧拉角的转换问题。根据

单位四元数的含义式（2.4-23），在“东-北-天 312”欧拉角定义下，由欧拉角求解四元数的公式为 

/2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2

(c s ) (c s ) (c s )

(c c c s s c s s ) (c s )

(c c c s s c s s ) (c s )

c c c s s s

c s c

g

b   

     

         

         

     

  





   

    

    





Q Q Q Q

k i j

i k k i j

i k j j

/2 /2 /2

/2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2 /2 /2 /2

s c s

s s c c c s

s c c c s s

  

     

     

 
 


 
 
 

  

            （A-12） 

（6）从四元数到欧拉角 

仅根据式（A-12），由四元数直接求解欧拉角并不容易。实际上，可通过姿态阵作为中间过渡量，

先由四元数计算姿态阵，再由姿态阵计算欧拉角，分别如式（A-8）和式（A-7），综合之后结果为 
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2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 0 1 2 3

2 3 0 12 2 2 2

1 2 0 3 0 1 2 3

2 2 2 2

1 3 0 2 0 1 2 3

2 3 0 1

asin(2( ))

atan2(2( ), )
2( ) 0.999999

atan2(2( ), )

atan2(2( ), )
2( ) 0.999999

0

q q q q

q q q q q q q q
q q q q

q q q q q q q q

q q q q q q q q
q q q q












  


      

 
     


        

        （A-13） 

最后，总结给出欧拉角、方向余弦阵和四元数三种姿态描述之间的相互转换关系，如图 A-4 所示。 

g

bQ
g

bC

( , , )  

 
图 A-4  三种姿态描述之间的转换关系 

 

A.3 欧拉角微分方程 

假设姿态角 、 和 均是时间的函数，对式（A-3）两边同时微分，可得 

c c s s s s c c s s s c
d

s c c s s c c s s c s c
d
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g

b
t
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s 0 1 s

s c c s 0 c c

g g

b b

     

 

     

  

  

  

         
        

            
                 

C C                       （A-14） 

上式与方向余弦阵微分方程 ( )g g b

b b gb C C ω 对比，可得 

c 0 c s

0 1 s

s 0 c c

b

gb

  



  







  
  

   
  

   

ω                             （A-15） 

当 c 0  时，对上式右边矩阵求逆再移至左边，整理得 
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c c 0 c s
1

s s c s c
c

s 0 c

b

gb

   

    



 







   
   

    
     

ω                         （A-16） 

上式称为欧拉运动学方程，由于分母中含 c ，在 π / 2   附近无法通过角速度进行欧拉角的数值求解，

因此 π / 2   是“东-北-天 312”欧拉角表示的奇异点。 

A.4 运载火箭上的欧拉角定义 

对于像运载火箭之类竖直发射的运载体，整个工作过程中其纵轴主要在某一铅垂面附近运动，特别

是火箭发射上升过程中俯仰角恰好近似为 π / 2，若再使用前述同飞机一样的姿态描述方法，就显得很不

合适了。针对弹道式运载体，其欧拉角定义的参考基准一般称为发射坐标系，记为 t t tox y z ，参见图 A-5。

发射坐标系往往是当地水平坐标系，其 tox 轴水平向前顺着弹道方向， toy 轴竖直向上， toz 轴垂直于弹

道平面向右，可见 t tox y 平面即为弹道平面。弹道平面（或 tox 轴）与当地地理北向的夹角通常称为发射

角，记为
0A 。 

tx

tz

0A
ty

by

bx

bz

to

bo

       

tx

o

1( )tz z

ty

1x

1 2( )y y

2z

2 ( )bx x









bz




by

 
（a）                              （b） 

图 A-5  运载火箭的发射坐标系和载体坐标系 

如果运载火箭上装有惯导系统（IMU），其轴向定义同样参见图 A-5，当运载火箭水平“躺下”时，

b b b bo x y z 三轴分别为纵轴-立轴-横轴，即“前-上-右”方向。按“321”方式定义欧拉角，其中俯仰角 ：

火箭纵轴在弹道平面上的投影线与 tox 轴的夹角，角度范围-180°～180°，或 ( π,π] ；偏航角 ：火箭

纵轴与弹道平面的夹角，角度范围-90°～90°，或 ( π,π] ；滚动角 ：火箭立轴与纵轴所在铅垂面的

夹角，角度范围-180°～180°，或 ( π,π] 。由此可知， t t tox y z 系至 b b b bo x y z 系的方向余弦阵为 

1 0 0 c s 0 c 0 s c s 0 c 0 s

0 c s s c 0 0 1 0 c s c c s 0 1 0

0 s c 0 0 1 s 0 c s s s c c s 0 c

c c s c s

c s c s s c c c s s s c

s s c c s s c s

t

b   

       

        
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                   



  



C C C C

11 12 13
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31 32 33s s c c

C C C

C C C

C C C   

   
   

   
      

    （A-17） 

观察上式，当
12 0.999999C  时，有 
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32 22
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13 11

atan 2( , )

asin( )

atan2( , )

C C

C

C C










 
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                            （A-18） 

可见，当 π / 2   时欧拉角表示正常，但 π / 2   是运载火箭欧拉角表示方法的奇异点，这对于弹道

式运载体而言，在其正常工作过程中是不可能出现的。 
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B 从非直角坐标系到直角坐标系的矩阵变换 

假设有一右手直角坐标系 b b b bo x y z ，简记为b 系，其坐标轴向单位矢量记为 , ,b b bi j k ；有一非直角坐

标系 a a a ao x y z ，简记a 系，其坐标轴向单位矢量记为 , ,a a ai j k 。假设b 系和 a 系具有共同的坐标原点，根

据线性代数知识，从a 系到b 系的坐标变换矩阵可表示为 

2 2

2 2

2 2

1

1

1

b a b a b a xx xy xz

b

a b a b a b a yx yy yz

b a b a b a zx zy zz

yx zx xy xz

yx xy zy yz

zx zy xz yz

p p p

p p p

p p p

p p p p

p p p p

p p p p

    
  

       
       

  
 
   
 
 

   

i i i j i k

C j i j j j k

k i k j k k

                 （B-1） 

其中
uv b ap  u v （ , , ,u v x y z 对应 , , ,u v i j k ）表示单位矢量

bu 在
av 上的投影大小，或者

av 在
bu 上的

投影大小。由于b 系是直角坐标系，易知 b

aC 的列向量必为单位矢量，但其行向量一般不是单位矢量，在

矩阵 b

aC 中仅有 6 个独立元素。 

假设b 系和a 系对应轴向之间近似相互平行，或者说对应轴向之间的不平行偏差角为小量，则近似

有 1b a b a b a     i i j j k k ，因而式（B-1）可近似为 

1

1

1

xy xz

b

a yx yz

zx zy

p p

p p

p p

 
 

  
 
 

C                              （B-2） 

上式中，非对角线元素
uvp 均为小量。 

以下分析 b

aC 的矩阵分解及其几何含义。 

B.1 正交三角分解（QR 分解） 

根据矩阵的 QR分解理论，非奇异阵 b

aC 总可以分解为单位正交阵 b

BC 和上三角阵 B

aC 之乘积的形式，

即 
b b B

a B aC C C                                  （B-3） 

在偏差角为小量情形下，式（B-2）表明 b

aC 的对角线元素均为正且对角占优，此处规定上三角阵 B

aC 的对

角线元素均为正，在此规定下，式（B-3）的分解结果是唯一的。 

在式（B-3）中，单位正交阵 b

BC 可以看作是从b 系到另一右手直角坐标系（B 系）的变换矩阵，若

记从b 系到B 系的失准角（即等效旋转矢量）为
T

x y z     μ 且 T  μ μ，则近似有 
2

2

2

sin 1 cos
( ) ( ) ( )b

B

 

 


       C I μ μ I μ                   （B-4） 

在式（B-3）中，上三角阵 B

aC 表示从非直角坐标系a 系至直角坐标系B 系的坐标变换矩阵，其几何

含义如图 B-1 所示。图中， a 系的
a ao x 轴与B 系的

B Bo x 轴重合；a 系的
a ao y 轴在B 系的

B B Bo x y 平面内，

且单位矢量
aj 的端点在

B Bo x 和
B Bo y 轴上的投影分别记为

xyP 和
yyP ； a 系的单位矢量

ak 的端点在
B Bo x 、

B Bo y 和
B Bo z 轴上的投影分别记为

xzP 、
yzP 和

zzP 。类似于式（B-1）的定义，可得 

1 1

0 0 1

0 0 0 0 1

B a B a B a xy xz xy xz

B

a B a B a B a yy yz yz

B a B a B a zz

P P P P

P P P

P

       
     

     
     
            

i i i j i k

C j i j j j k

k i k j k k

            （B-5） 
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By

( )B ax x

Bz

ay

( )B ai i

xyP

( )B ao o

az

xzP
yzP

aj

ak

Bk

Bj

a
k

z

xya
k




yyP

zzP

 
图 B-1  直角坐标系与非直角坐标系 

此外，由图 B-1 可见，单位矢量
aj 绕

Bk 旋转
z 角至

Bj （即从
aj 转至

Bj 的有向角为
z ）；矢量

ak 在

B B Bo y z 平面上投影记为
a
k ，两者间夹角记为 ，矢量

a
k 绕

Bi 轴旋转
x 角至

Bk （即从
a
k 转至

Bk 的有向

角为
x ）；矢量

ak 在
B B Bo z x 平面上投影记为

a
k ，两者间夹角记为 ，矢量

Bk 绕
Bj 轴旋转

y 角至
a
k （即

从
Bk 转至

a
k 的有向角为

y ）。若将
T

x y z     φ 记为从非直角坐标系坐标轴到直角坐标系的偏差

角，则根据以上描述，式（B-5）可等价于 

1 sin cos sin 1

0 cos cos sin 0 1

0 0 cos cos 0 0 1

z y z y

B

a z x x

x

    

   

 



   
   

   
   
      

C I φ                （B-6） 

式中， 
φ 表示由矢量φ构造的上三角矩阵，即 

0

0 0

0 0 0

z y

x

 



 
 


 
  

φ                                   （B-7） 

从几何含义上看，式（B-5）矩阵中的元素
xyP 、

xzP 和
yzP 分别表示非直角坐标系坐标轴上单位矢量

aj

和
ak 在直角坐标系

B B B Bo x y z 坐标轴上的投影值；而式（B-6）中的元素
x 、

y 和
z 则表示从非直角坐

标系的坐标轴
a ao y 和

a ao z 到直角坐标系所需转动的偏差角，它们正好反映了非直角坐标系轴向之间的不

正交程度，即
x （

y 、
z ）表示

a ao y 和
a ao z （

a ao z 和
a ao x 、

a ao x 和
a ao y ）之间的不正交角，其值越小

说明正交性越好。相比而言，式（B-6）表示的几何意义更明确。 

将式（B-4）和（B-6）代入式（B-3），展开略去二阶小量，可得 

( )( ) ( )b

a

        C I μ I φ I μ φ                         （B-8） 

B.2 正交对称分解 

根据矩阵的奇异值分解理论，变换矩阵 b

aC 非奇异，它总可以分解为如下形式 
T T T( ) ( )b b B

a B a



   C UDV UV VDV C C                      （B-9） 

其中，U 和V 均为单位正交阵， D 是由 b

aC 的奇异值组成的对角阵，记 B为某中间坐标系。易知，

Tb

B C UV 为单位正交阵，因而B系是直角坐标系；由于B系是直角坐标系，因而 TB

a


C VDV 的列向

量都是单位矢量，又由于 B

a


C 是对称的，所以它的行向量也是单位矢量。 

与式（B-4）类似， b

BC 可近似为 

( )b

B
  C I μ                                  （B-10） 

其中，
T

x y z        μ 表示从b 系到右手直角坐标系B系的失准角。 

针对列向量模值为 1 的对称阵 B

a


C ，它总可展开成如下形式 
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2 2

2 2

2 2

1
1

1 1 S( )

11

y z z y
z y

B

a z x z x z x

y x
y x x y

   
 

     

    



     
   

               
         

  

C I φ    （B-11） 

其中，
T

x y z        φ ，且记 

0

S( ) 0

0

z y

z x

y x

 

 

 

  
 

    
   

φ                                （B-12） 

将式（B-10）和（B-11）代入式（B-9），展开并略去二阶小量，得 

 ( ) S( ) ( ) S( )b

a
          C I μ I φ I μ φ                      （B-13） 

比较式（B-2）、（B-8）和（B-13），可得 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

xy xz z z y y z z y y

yx yz z x x z z x x

zx zy y x y y x x

p p

p p

p p

       

      

     

             
     

              
                

   （B-14） 

由上式可解得 

, ,

, ,

x zy y zx z yx

x yz zy y xz zx z xy yx

p p p

p p p p p p

  

  

   


     

                   （B-15） 

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

zy yz yx xyxz zx
x y z

yz zy xy yxxz zx
x y z

p p p pp p

p p p pp p

  

  

  
    


      



                  （B-16） 

, ,

2

x x x y y y z z z                  


φ φ
                      （B-17） 

式（B-17）中的关系式 2 φ φ 说明 φ 也具有不正交角含义。以
z分量为例，参见图 B-2，其几何

解释是：逆着
B Bo z 轴观察，将 a ao x 轴和 a ao y 轴同时投影到 B B Bo x y  平面上，分别记为 a ao x和 a ao y，则

有向角 B B a a B B zx o x y o y    
      ，有向角的转轴为

B Bo z 轴正向；也就是说，逆着
B Bo z 轴观察，夹角

B B Bx o y   和 a B ax o y  具有共同的对角线
Bo o 。相较于图 B-2，在图 B-1 夹角 B B Bx o y 和 a B ax o y 具

有共同的起始边
B Bo x ，因而

z 恰好是
z的两倍。 

By 

Bx 

Bz 

ay 

ax

z 

( )B ao o

By 

Bx 

Bz 

ay 

ax

( )B ao o

'o
'o

z 

0z  0z 

z 

z 

 
图 B-2  

z的几何含义 

综合前面分析，不论直接采用式（B-2）、或者正交三角分解式（B-8）、还是正交对称分解式（B-13），

它们都等效地描述了从非直角坐标系到直角坐标系的坐标变换，且每种描述中都包含 6 个独立参数，只

是各种参数的几何含义不同罢了。顺便指出，正交对称分解方法给出的B系，它是所有右手直角坐标系
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中“最接近于”非直角坐标系a 系的一个坐标系，相关理论可参见附录 F。 
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C 线性系统基本理论 

C.1 时变系统的不可交换性 

对于连续时间线性系统，其状态向量用微分方程描述为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t X F X G u                            （C-1） 

式中， ( )tX 是 n 维的状态向量， ( )tF 、 ( )tG 为确定性时变矩阵， ( )tu 为已知的控制输入。根据线性系

统理论，式（C-1）中状态向量的解析解为 

0
0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )d

t

t
t t t t t      X Φ X Φ G u                     （C-2） 

其中，
0( , )t tΦ 称为状态转移矩阵，它满足下列微分方程及初始条件 

0 0 0 0 0( , )= ( ) ( , ), ( , )= ( )t t t t t t t t tΦ F Φ Φ I                   （C-3） 

进一步，状态转移阵
0( , )t tΦ 的具体形式为 

 

1

0 0 0

1 2

0 0 0

0 1 2 2 1

1 2 3 3 2 1

( , )= ( )d ( ) ( )d d

( ) ( ) ( )d d d

t t

t t t

t

t t t

t t


 

     

     

  
  

  
  

  

  

Φ I F F F

F F F

                （C-4） 

不难验证，上式满足条件（C-3）。实际上，式（C-4）称为毕卡级数，它是一种特殊的级数，包含无穷

重积分，当 ( )tF 中元素是有界时，该级数是收敛的，但通常得不出闭合解。 

状态转移阵
0( , )t tΦ 具有传递性，即有

2 0 2 1 1 0( , )= ( , ) ( , )t t t t t tΦ Φ Φ 。但是，对于一般的时变系统而言，

2 1 1 0 1 0 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t t t t t t tΦ Φ Φ Φ ，这说明时变系统具有不可交换性，状态转移变化跟经历的路径先后顺

序有关，不可交换性是时变系统的普遍特性。 

特别地，对于定常系统，简记 ( )tF 为F ，则式（C-4）可简化为 

 
 

   

 

1 1 2

0 0 0 0 0 0

1

0 0 0

0

0 2 1 3 2 1

0 1 0 1 2 0 2 1

2 2

0 0 1 0 1

2

0 0

( )= d d d d d d

= ( ) ( )d ( )d d

1 1
= ( ) ( ) ( ) d

2 2

1 1
= ( ) ( )

2

t t t

t t t t t t

t t

t t t

t

t

t t

t t t t

t t t t t

t t t t

  



     

    

 

       
      

        

       

    

     

  



Φ I F F F F F F

I F F F F F F

I F F F F

I F F  

0

2

0

( )

( )
3 2

=e
t t

t t



 


F

F

     （C-5） 

显然，有 
1 02 1

2 0 2 1 1 0

1 0 2 1

( )( )

2 1 1 0( ) ( ) ( )

2 0 ( ) ( )

1 0 2 1

e e ( ) ( )
( )=e e

e e ( ) ( )

t tt t

t t t t t t

t t t t

t t t t
t t

t t t t



   

 

   
   

  

FF

F F F

F F

Φ Φ
Φ

Φ Φ
          （C-6） 

可见，定常系统是具有可交换性的。 

C.2 连续时间系统的离散化 

记连续时间状态空间模型（状态方程和量测方程）如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t t t

t t t

  




X F X G u

Z H X
                           （C-7） 

其中，状态方程同式（C-1）， ( )tH 为量测矩阵。 

连续时间状态方程离散化的实质是用一个差分方程去等效代替连续微分方程，使得离散后系统的状
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态在各采样时刻的取值与原连续系统在相应时刻的取值一样。 

令离散化采样周期为
sT ，采样时刻为 ( 1,2, )skT k  ，简记为

kt 。根据式（C-2），考虑两相邻时刻
1kt 

和
kt 之间状态方程的解析解，可得 

1
1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )d

k

k

t

k k k k k
t

t t t t t    


   X Φ X Φ G u                   （C-8） 

假设 ( )tF 、 ( )tG 和 ( )tu 在时间段
1[ ]k kt t

内变化较平缓，均当作常值处理，分别近似取为
1( )kt F 、

1( )kt G

和
1( )kt u ，则近似有 

1

2
( ) 2

1 1 1( , ) e ( ) ( )
1! 2!

k st T s s
k k k k

T T
t t t t

      
F

Φ I F F                （C-9） 

1

2
( )( ) 2

1 1

( ) ( )
( , ) e ( ) ( )

1! 2!
k kt t k k

k k k

t t
t t t

  
  

 

 
    

F
Φ I F F         （C-10） 

1 1

2
2

1 1 1 1

2
0

2

1 1 1 1

2 3
2

1 1 1

( ) ( )
( , ) ( ) ( )d ( ) ( ) d ( ) ( )

1! 2!

( ) ( ) d ( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) ( )
2! 3!

k k

k k

k

s

t t
k k

k k k k k
t t

t t

k k k k
T

s s
s k k k

t t
t t t t t

t t
t t t t t

T T
T t t t



 
    

 
   

 

   

  

  
    

 

 
     

 

 
    
 

 



Φ G u I F F G u

I F F G u

I F F G

 

1

2
2

1 1 1 1

( )

( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

k

s s
k k k k s

t

T T
t t t t T



   

 
    
 

u

I F F G u

  （C-11） 

若保留式（C-9）和（C-11）中关于
sT 的二阶项，则式（C-8）可近似改写为 

/ 1 1 / 1 1k k k k k k k    X Φ X Γ u                             （C-12） 

其中 
2

2

/ 1 1 1( ) ( )
2

s
k k s k k

T
T t t    Φ I F F  

/ 1 1 1( ) ( )
2

s
k k k k

T
t t  

 
  
 

Γ I F G  

1 1( )k k st T u u   

( ), ( ), ( )k k k k k kt t t  X X Z Z H H  

注意，在多数文献中常将离散输入设置为
1 1( )k kt u u ，则相应地有

/ 1 1 1( ) ( )
2

s
k k k k s

T
t t T  

 
  
 

Γ I F G 。

由式（C-9）的矩阵指数表示可知，连续系统离散化后的状态转移矩阵
/ 1k kΦ 总是可逆的。 

对于状态空间式（C-7）中的量测方程，因不含微分运算，所以不存在微分方程的等效离散化问题，

对其离散化只需简单地在离散采样时间处直接取值，即有 

k k kZ H X                                    （C-13） 

至此，式（C-12）和（C-13）给出了连续时间系统式（C-7）的等效离散化状态空间模型，合在一

起重写为 

/ 1 1 / 1 1k k k k k k k

k k k

    




X Φ X Γ u

Z H X
                           （C-14） 

C.3 可控性与可观性 

可控性、可观性和稳定性是现代控制理论中的三个最重要基本概念，这里仅针对离散时间系统进行

介绍。 

对于离散时间系统（C-14），它在时刻 j 完全可控是指：如果存在一个正整数 N 和有界输入
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( , 1, , 1)i i j j j N   u ，使得系统从任意状态
jX 出发转变为

j N X 0，这等价于如下定义的可控性

矩阵行满秩（  rank ( , )j j N n C ） 

/ 1 / 1 1/ 2 / 1 1/( , ) | | |j N j N j N j N j N j N j N j j jj j N             
    C Γ Φ Γ Φ Γ          （C-15） 

或者等价于如下定义的格莱姆矩阵正定（ ( , ) 0j j N Λ ） 
1T T T

/ 1 1/ 1/ / 1( , ) ( , ) ( , )
j N

k N i i i i i k N ii j
j j N j j N j j N

 

     
    Λ C C Φ Γ Γ Φ      （C-16） 

如果系统（C-4）在任一时刻都是完全可控的，则称为一致完全可控的。实际上，式（C-15）称为秩判

据，式（C-16）称为格莱姆判据。 

系统（C-4）在时刻 j 完全可观是指：如果存在一个正整数 N ，使得由量测 ( , 1, , )i i j j j N  Z

可唯一地确定出状态
jX ，这等价于如下定义的可观性矩阵列满秩 

1 1/

/

( , )

j

j j j

j N j N j

j j N
 

 

 
 
  
 
 
  

H

H Φ
O

H Φ

                           （C-17） 

或者等价于 
T T T

/ /( , ) ( , ) ( , ) 0
j N

i j i i i ji j
j j N j j N j j N




     Θ O O Φ H HΦ            （C-18） 

如果系统（C-4）在任一时刻都是完全可观的，则称为一致完全可观的。 

特别地，对于定常系统 

1 1k k k

k k

  




X ΦX Γu

Z HX
                            （C-19） 

其中，Φ、 Γ 和 H 都是常值矩阵。如系统（C-19）完全可控则必定是一致完全可控的，系统完全可控

等价于 

 1rank | | | n n   Γ ΦΓ Φ Γ                        （C-20） 

如系统（C-19）完全可观则必定是一致完全可观的，系统完全可观等价于 

1

rank

n

n



  
  
   
  
   
  

H

HΦ

HΦ

                            （C-21） 

C.4 稳定性 

在经典控制理论中，稳定性的定义为：系统在初始扰动的影响下，不论引起的初始偏差多大，当扰

动撤除后，其动态过程会逐渐衰减恢复至零（或称平衡工作点）。 

在现代控制理论中，一般使用的是李雅普诺夫稳定性定义，包括稳定、一致稳定、渐进稳定、一致

渐进稳定和大范围稳定等概念，详细而严格的定义和针对具体系统的稳定性类型判别需参考有关稳定性

理论的书籍。图 C-1 给出了稳定、渐进稳定和不稳定的示意图。 
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稳定                  渐进稳定                  不稳定 

图 C-1 稳定、渐进稳定和不稳定示意图 

各种稳定性之间的关系，参见图 C-2，其中箭头符号表示“蕴含”关系。由图可见，指数渐进稳定要

求条件最严格，而稳定要求最宽松。 

 
图 C-2  各种稳定性之间的关系 

在实际物理系统的稳定性分析中，应用较多的是渐进稳定性（或称内部稳定性）。 

稳定性分析与控制输入无关，因而对于线性齐次系统 

/ 1 1k k k k X Φ X                               （C-22） 

应用李雅普诺夫直接法进行渐进稳定性判别，其在平衡点
e X 0处大范围渐进稳定的充要条件是：对于

给定任意对称矩阵 0k B ，存在实对称矩阵 0k A ，满足矩阵方程 
T

/ 1 / 1 1 1k k k k k k k     Φ AΦ A B                        （C-23） 

并且二次型函数 
T( , )k k k kv k X X A X                            （C-24） 

为系统的李雅普诺夫能量函数。 

此外，系统（C-22）一致渐进稳定等价于（间接法）：存在常数
1 20, 0c c  ，使得对所有的 0k l  ，

满足 
1 ( )

/ 2e
k lc t t

k l c
 

Φ                               （C-25） 

上式蕴含的含义解释如下：假设 1

0X 和 2

0X 为系统（C-22）的两个不同初值，与它们对应的状态解分别为 

1 1

/0 0k kX Φ X    和   2 2

/0 0k kX Φ X  

两者之差为 
1 2 1 2

/0 0 0( )k k k  X X Φ X X                         （C-26） 

且有 

11 2 1 2 1 2 1 2

/0 0 0 /0 0 0 2 0 0( ) ( ) e ( ) 0kc t k

k k k k c
        X X Φ X X Φ X X X X      （C-27） 

可见，如果系统（C-22）一致渐进稳定，则状态 1

kX 和 2

kX 之间的差别将随时间增长而逐渐消失，即状态

解渐进不受初值的影响。 

特别地，对于线性定常系统
1k kX ΦX ，其渐进稳定的充要条件是转移矩阵Φ的全部特征值的模值

均小于 1，即 ( ) 1i Φ ( 1,2, , )i n 。 

C.5 状态观测器 
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对于线性定常系统，在一定条件下可以通过状态反馈实现任意极点配置。但是在实际系统中并不是

所有的状态都是能够直接测量的，为此提出状态观测器问题，也就是利用系统中可测量的变量来重构所

有状态变量。  

针对线性定常系统 

1 1k k k

k k

  




X ΦX Γu

Z HX
                           （C-28） 

其状态观测器结构如图 C-3 所示，图中K 称为状态观测器的反馈矩阵，用于消除初始状态估计误差的影

响和误差的衰减速度。 

1zΓ H

Φ

1ku
kX 1kX 1kZ

1zΓ H

Φ

ˆ
kX

1
ˆ

kX

K

1
ˆ

kZ

 
图 C-3  状态观测器结构图 

由图 C-3 可得状态观测器的状态方程为 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ( )

ˆ( )

k k k k k

k k k k

k k k

   

   

  

   

   

   

X ΦX Γu K Z Z

ΦX Γu K Z HX

Φ KH X Γu KZ

                          （C-29） 

状态观测器的状态估计误差定义为 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

ˆ( )( ) ( )

k k k k k k k k

k k k k k

k k k

    

    

  

        
 

      
 

    

δX X X ΦX Γu Φ KH X Γu KZ

ΦX Γu Φ KH X Γu KHX

Φ KH X X Φ KH δX

             （C-30） 

可见，通过精心设计反馈矩阵K ，若使得系数矩阵 Φ KH 的特征值在单位圆内，即便存在初始状态估

计误差
0 0 0

ˆ δX X X ，随后的状态估计误差 ˆ
k k k δX X X 也会逐渐衰减至 0，或者说，状态观测器的

估计值 ˆ
kX 将渐进逼近系统状态的真实值

kX 。这说明，对于状态观测器（C-29），当特征值 ( ) 1  Φ KH

时，不论如何选择初值
0X̂ ， ˆ

kX 都将收敛于真实值
kX ，称状态观测器是稳定的。 

对于线性定常系统，存在反馈矩阵K 使得观测器稳定的必要条件是系统的不可观部分渐进稳定，充

分条件是系统完全可观。 
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D 加权最小二乘估计 

前提条件描述同 5.1 节中式（5.1-1）～式（5.1-4）。当 i k 时，加权最小二乘的指标函数为 

Tˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) mink k k k k k k kJ    X Z H X W Z H X  

为书写简便，略去上式各符号的上标“ ”和右下标“ k ”，重写为 

Tˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) minJ    X Z HX W Z HX                      （D-1） 

其中W 是对称正定的加权矩阵。 

为使 ˆ( )J X 达到最小，将其对 X̂ 求导，并令其等于零，得 

T T T T T T

T T T

T T

ˆ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ

ˆ2

ˆ2( )

J       
 

   

 



X
Z WZ X H WZ Z WHX X H WHX

X X

H WZ H WZ H WHX

H WHX H WZ

0

0

         （D-2） 

若 T
H WH 可逆，由上式可求得加权最小二乘估计 

T 1 Tˆ ( )X H WH H WZ                              （D-3） 

参数向量 X̂ 的估计误差定义为 
T 1 T T 1 T

T 1 T T 1 T

ˆ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

 

   

   

X X X H WH H WH X H WH H WZ

H WH H W HX Z H WH H WV
             （D-4） 

X̂ 的误差方差阵为 
T

T T 1 T T 1 T

T
T 1 T T T 1 T

T 1 T T 1

E[ ] E ( ) ( )

( ) E ( )

( ) ( )

 

 

 

      

       



XX H WH H WV H WH H WV

H WH H W VV H WH H W

H WH H WRWH H WH

              （D-5） 

由于方差阵R 是正定的，总可以进行平方根分解 TR S S且 S 可逆，再记 
T 1A H S                                    （D-6） 

T 1( )B SWH H WH                                （D-7） 

显然有 AB I 。 

对方差阵式（D-5）应用矩阵许瓦茨不等式，得 
T T 1 T T T 1 T

T T 1 T 1 T 1 T 1

E[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 

   

 

  

XX H WH H WS SWH H WH B B

AB AA AB AA H R H
               （D-8） 

此即 
T T 1 T T 1 T 1 T 1E[ ] ( ) ( ) ( )    XX H WH H WRWH H WH H R H              （D-9） 

上式等号成立的条件是 1 2W R （ 2 为任意正常数）。当取加权矩阵 1 2W R 时，加权最小二乘估

计式（D-3）的误差方差阵取得最小值，称为马尔可夫估计。 

注：许瓦茨不等式源自以下事实 
T

T T 1 T T 1

T T T T 1 T T T 1 T T 1

T T T 1

( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

  



       

  

  

B A AA AB B A AA AB

B B B A AA AB B A AA AA AA AB

B B AB AA AB 0

         （D-10） 

其中， A和B 分别为m n 和n m 阶的矩阵，且假设 T
AA 可逆。 
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E 矩阵求逆引理 

矩阵求逆引理主要用于卡尔曼滤波公式的等价性证明。 

引理：设 ( ) ( )n m n m   维非奇异方阵 A可用分块方法表示为 

11 12

21 22

 
  
 

A A
A

A A
                                 （E-1） 

其中，
11A 和

22A 分别是n n 和m m 维的非奇异子矩阵，则有 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 11 11 12 22 21 11 12 21 11 11 12 22 21 11 12

1 1 1 1 1

22 21 11 12 21 11 22 21 11 12

1 1 1 1 1

11 12 22 21 11 12 22 21 12 22

1 1

22 21 11 12 22 21

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

       



    

    

 

    
  

   

  


 

A A A A A A A A A A A A A A A
A

A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A

A A A A A A
1 1 1 1 1 1

22 22 21 11 12 22 21 12 22( )     

 
 

  A A A A A A A A A

      （E-2） 

特别地，比较式（E-2）中两个分块矩阵表示的对应元素，有 
1 1 1 1 1 1 1

11 12 22 21 11 11 12 22 21 11 12 21 11( ) ( )         A A A A A A A A A A A A A              （E-3） 

1 1 1 1 1 1

11 12 22 21 11 12 11 12 22 21 12 22( ) ( )       A A A A A A A A A A A A                 （E-4） 

常称式（E-3）即为矩阵求逆引理。 

以下证明式（E-2）成立。 

首先，不难验证矩阵 A可以表示为 

11 12

1 1

21 11 22 21 11 12

n

m

 

   
    

  

I A A
A

A A I A A A A

0

0
                     （E-5） 

根据上式，显然有 1

11 22 21 11 12det( ) det( )det( ) A A A A A A 。由于矩阵
11A 和 A均非奇异，所以 1

22 21 11 12

A A A A

也是非奇异的。对式（E-5）两边同时求逆，有 
11

11 121

11

21 1122 21 11 12

n

m







  
   

   

IA A
A

A A IA A A A

0

0
                   （E-6） 

其次，有上/下三角分块矩阵的逆公式，分别为 
1 1 1 1 1

11 12 11 11 12 22 21 11 12

1 1 1
22 21 11 12 22 21 11 12

( )

( )

    

  

   
   

    

A A A A A A A A A

A A A A A A A A0 0
            （E-7） 

1

1 1

21 11 21 11

n n

m m



 

   
   

   

I I

A A I A A I

0 0
                         （E-8） 

可直接采用验证法，验证式（E-7）（或（E-8））左右两边之乘积为单位阵。 

将式（E-7）和（E-8）代入式（E-6），立即得式（E-2）的第一等式。 

同理，若将矩阵 A表示为 
1 1

12 22 11 12 22 21

21 22

n

m

    
    

  

I A A A A A A
A

I A A

0

0
                     （E-9） 

通过类似的方法可证明式（E-2）的第二等式成立。[证毕] 

式（E-2）～（E-4）乍看起来比较复杂，但若令 
1 1

22 21 11 12( )  M A A A A                            （E-10） 

1 1

11 12 22 21( )  N A A A A                             （E-11） 

则有 
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1 1 1 1 1

1 11 11 12 21 11 11 12 12 22

1 1 1 1 1

21 11 22 21 22 22 21 12 22

    



    

     
    

     

A A A MA A A A M N NA A
A

MA A M A A N A A A NA A
    （E-12） 

1 1 1

11 11 12 21 11

   N A A A MA A                            （E-13） 

1 1

11 12 12 22

 A A M NA A                               （E-14） 

如此就显得相对简洁一些了，它们在表示形式上具有较好的对称性。 

此外，矩阵求逆引理式（E-3）还有两种常用的等价形式，分别如下 
1 1 1 1 1 1 1( ) ( )         A BCD A A B C DA B DA                  （E-15） 

T 1 1 1 T 1 1 T 1( ) ( )        A BC A A B I C A B C A                  （E-16） 

事实上，只要在式（E-3）中作符号替换：
11 A A 、

12  A B、 1

22

 A C 和
21 A D，立即可得式（E-15）；

而在式（E-15）中若令： C I 和 TD C ，则可得式（E-16）。 

根据式（E-3）和（E-4）可直接获得 Kalman 滤波中两个重要的等价公式，若令 

1 T

11 1 12 22 21, , ,k k k k



    A P A H A R A H  

（1）由式（E-3）和 

1 T 1 1

1( )k k k k k

  

 P P H R H                            （E-17a） 

可得 

T T 1

1 1 1 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k



        P P P H R H P H H P I K H P          （E-17b） 

（2）由式（E-4）和 

T T 1

1 1( )k k k k k k k



  K P H R H P H                       （E-18a） 

可得 

1 T 1 T 1 T 1

1( )k k k k k k k k k k

   

  K P H R H H R P H R                 （E-18b） 

（尚未发现求逆引理在其它地方有什么用途?） 
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F 矩阵的 QR 分解与 Cholesky 分解 

在卡尔曼滤波的平方根滤波技术处理中需要用到矩阵的 QR（正交三角）分解与 Cholesky（平方根）

分解算法，下面予以介绍。 

F.1 QR 分解 

矩阵的 QR 分解定理：设有列满秩实矩阵 m nA （即m n 且 rank( )m n n A ），则存在矩阵分解

m n m n n n  A Q R 成立，其中 T

m n m n n n  Q Q I 且 n nR 是非奇异上三角阵。 

该定理的证明可参见矩阵论相关书籍，此处从略。 

下面使用改进 Gram-Schmidt 法（MGS）给出对矩阵 A进行 QR 分解的伪代码程序： 

T

T

for 1, 2, ,

/

for 1, 2, ,

end

end

n n

ii i i

i i ii

ij i j

j j ij i

i n

R

R

j i i n

R

R









  



 

R

A A

A A

A A

A A A

0

                            （F-1） 

其中，
iA 表示 A的第 i 列向量，

ijR 是矩阵R 的第 i 行 j 列元素。执行上述程序后，便可得正交矩阵
m n Q A

及上三角矩阵
n nR 。 

F.2 Cholesky 分解 

根据矩阵理论，给定n 阶非负定的对称矩阵 P ，它总可进行如下三角分解（平方根分解）： 

TP ΔΔ                                   （F-2） 

其中记分量形式 

11 12 1 11

21 22 2 21 22

1 2 1 2

0 0

0
,

n

n

n n nn n n nn

P P P

P P P

P P P



 

  

   
   
    
   
   
   

P Δ                （F-3） 

实现上述分解的算法简述如下。 

将式（F-3）代入式（F-2），得 

11 12 1 11 11 21 1

21 22 2 21 22 22 2

1 2 1 2

0 0

0 0

0 0

n n

n n

n n nn n n nn nn

P P P

P P P

P P P

   

   

   

     
     
     
     
     
     

          （F-4） 

再将上式右端展开，考虑到矩阵 P 的对称性，对比等式两边下三角位置上的元素，可得 

1 1 2 2 3 3

1

1
(1 , )

ij i j i j i j ij jj

j

ik jk ij jjk

P

i n j i

       

   




    

    
           （F-5） 

上式移项得 
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1

1

j

ij jj ij ik jkk
P   




                                  （F-6） 

因而有 
1

1

1 2

1

( ) / ( )

( )

j

ij ik jk jjk

ij i

ii ikk

P i j

i jP

  












  
 

 





                      （F-7） 

这便是求解平方根矩阵各元素的计算公式。不难发现，由 P 计算 Δ中各元素的先后顺序为 

11 21 22 31 32 33 1 2 3; , ; , , ; , , , ,n n n nn              
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G 二阶滤波中的引理证明 

为后续证明需要，首先给出正态分布随机变量的四阶混合矩计算公式 

E[ ]i j k l ij kl ik jl il jkX X X X P P P P P P                          （G-1） 

其中，E[ ] 0mX  且Cov( , )m n mnX X P （ , , , ,m n i j k l ）。特别地，当 k l 时有 

2E[ ] 2i j k ik jk ij kkX X X P P P P                            （G-2） 

引理：对于正态分布随机向量 ~ N( , )X P0 及相应维数的对称实系数方阵 A和B ，有如下等式成立 
T TE tr( )tr( ) 2tr( )+tr( )tr( )   AXX BXX APBP AP BP                  （G-3） 

证明：为直观了解式（G-3）中各求迹运算展开成矩阵元素后的通式表示规律，暂且假设 X 是二维

的，即令 

1 11 12 11 12 11 12

2 21 22 21 22 21 22

, , ,
X P P A A B B

X P P A A B B

       
          
       

X P A B  

其中，
12 21P P 、

12 21A A 和
12 21B B 。 

展开式（G-1）左端，可得 





T T

11 12 1 1 1 2 11 12 1 1 1 2

21 22 2 1 2 2 21 22 2 1 2 2

11 1 1 12 2 1 21 1 2 22 2 2

11 1 1 12 2 1 21 1 2 22 2 2

E tr( )tr( )

=E tr tr

E ( )

( )

E[

A A X X X X B B X X X X

A A X X X X B B X X X X

A X X A X X A X X A X X

B X X B X X B X X B X X

A

  

           
           
            

   

   



AXX BXX

11 1 1 11 1 1 11 1 1 12 2 1 11 1 1 21 1 2 11 1 1 22 2 2

12 2 1 11 1 1 12 2 1 12 2 1 12 2 1 21 1 2 12 2 1 22 2 2

21 1 2 11 1 1 21 1 2 12 2 1 21 1 2 21 1 2 21 1 2 22 2 2

22 2 2 11 1 1 22 2

X X B X X A X X B X X A X X B X X A X X B X X

A X X B X X A X X B X X A X X B X X A X X B X X

A X X B X X A X X B X X A X X B X X A X X B X X

A X X B X X A X X

  

   

   

  2 12 2 1 22 2 2 21 1 2 22 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

]

E[ ] E[ ]ij j i kl l k ij kl i j k ll k j i l k j i

B X X A X X B X X A X X B X X

A X X B X X A B X X X X
       

 

        

 （G-4） 

再展开式（G-3）右端中两项，分别为 

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22 21 22

11 11 12 21 11 12 12 22 11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22 21 11 22 21 21 12 22

tr( )=tr

=tr

A A P P B B P P

A A P P B B P P

A P A P A P A P B P B P B P B P

A P A P A P A P B P B P B P B P

        
        
        

    
 

    

ΑPBP

     

     

22

11 11 12 21 11 11 12 21 11 12 12 22 21 11 22 21

21 11 22 21 11 12 12 22 21 12 22 22 21 12 22 22

11 11 11 11 11 11 12 21 12 21 11 11 12 21 12 21

11 12 21 11 11 12 22 21

A P A P B P B P A P A P B P B P

A P A P B P B P A P A P B P B P

A P B P A P B P A P B P A P A P

A P B P A P B P

  
  

  

     

     

   

  12 22 21 11 12 22 22 21

21 11 11 12 21 11 12 22 22 21 11 12 22 21 12 22

21 12 21 12 21 12 22 22 22 22 21 12 22 22 22 22

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1ij jk kl li ij kl il jkl k j i l k j i

A P B P A P B P

A P B P A P B P A P B P A P B P

A P B P A P B P A P B P A P B P

A P B P A B P P
       

 

   

   

        

      （G-5） 
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  

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22 21 22

11 11 12 21 21 12 22 22 11 11 12 21 21 12 22 22

11 11 11 11 11 11 12 21 11 11 21 12 11

tr( )tr( )=tr tr
A A P P B B P P

A A P P B B P P

A P A P A P A P B P B P B P B P

A P B P A P B P A P B P A P

          
          
          

      

   

AP BP

11 22 22

12 21 11 11 12 21 12 21 12 21 21 12 12 21 22 22

21 12 11 11 21 12 12 21 21 12 21 12 21 12 22 22

22 22 11 11 22 22 12 21 22 22 21 12 22 22 22 22

2 2 2 2

1 1 1 1 ij ji kl lk il k j i

B P

A P B P A P B P A P B P A P B P

A P B P A P B P A P B P A P B P

A P B P A P B P A P B P A P B P

A P B P A
   

   

   

   

    
2 2 2 2

1 1 1 1 j kl ij kll k j i
B P P

      

       （G-6） 

总结式（G-4）～（G-6）的表示规律，可得：对于n 维随机向量  
T

1 2 nX X XX ，有 

T T

1 1 1 1
E tr( )tr( ) E[ ]

n n n n

ij kl i j k ll k j i
A B X X X X

   
       AXX BXX           （G-7） 

1 1 1 1
tr( )

n n n n

ij kl il jkl k j i
A B P P

   
   ΑPBP                    （G-8） 

1 1 1 1
tr( )tr( )=

n n n n

ij kl ij kll k j i
A B P P

      AP BP                   （G-9） 

其中，每个式子展开均含有 4n 项，各项均为四阶矩且系数同为
ij klA B 。为叙述方便，将式（G-7）、（G-8）

和（G-9）中的各项分别简记为
ijklu 、

ijklv 和
ijklw ，按右下标 ,k l 是否相等，可分为两种情况： 

（1）当 k l 时，有 

ijkku ：    2E[ ] (2 )ij kk i j k ij kk ik jk ij kkA B X X X A B P P P P                   （G-10a） 

ijkkv ：                  
ij kk ik jkA B P P                             （G-10b） 

ijkkw ：                  
ij kk ij kkA B P P                             （G-10c） 

该情况下，显然满足 2ijkk ijkk ijkku v w  。 

（2）当 k l 时，有 

ijklu ：  E[ ] ( )ij kl i j k l ij kl ij kl ik jl il jkA B X X X X A B P P P P P P                （G-11a） 

ijklv ：                  
ij kl il jkA B P P                             （G-11b） 

ijklw ：                  
ij kl ij klA B P P                             （G-11c） 

该情况下，单项虽不满足 2ijkl ijkl ijklu v w  ，但是注意到以下两项（交换下标 ,k l ）之和满足等式： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(2 2 ) (

ijkl ijlk ij kl ij kl ik jl il jk ij lk ij lk il jk ik jl

ij kl il jk ij lk il jk ij kl ik jl ij lk ik jl ij kl ij kl ij lk ij lk

ij kl il jk ij lk ik jl ijkl ijlk

u u A B P P P P P P A B P P P P P P

A B P P A B P P A B P P A B P P A B P P A B P P

A B P P A B P P w w

      

       

    )

2( ) ( )ijkl ijlk ijkl ijlkv v w w   

 （G-12） 

由此可见，无论下标 , , ,i j k l取何值，展开项均满足式（G-3）。引理得证。 
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H 方差阵上界的证明 

命题：若n 阶实对称阵 A是非负定的，则对于任意N 个实数 1( 1,2, , )i i N   且 1

1
1

N

ii
 


 ，有如

下矩阵上界成立： 

1

N





   
   


   
      

A A A

A A A

                       （H-1） 

证明： 

式（H-1）
1

0

N





   
   

  
   
      

A A A

A A A

 

1

0

N





      
      

         
            

I I I A

I I I A

                       

1( 1)

0

( 1)N





   
   

  
   
      

I I A

I I A

                    （H-2） 

假设 x 是 1n 维非零列向量，计算如下二次型可得 

  

 

T

1

T T

1 1 1

2 22

1

22

1

N

N N N

ii i i

N

ii

N

ii

N

N











  





        
        
          
                

 

 

 

  





x I I I x

x I I I x

x x x x

x x

x

                     （H-3） 

由于 1i  且 1

1
1

N

ii
 


 ，根据柯西不等式（见附注），可得 2

1
0

N

ii
N


  ，当且仅当

i N  时取等号。

因此，不等式（H-2）左边的两个矩阵都是非负定的，其乘积也必然是非负定的。命题得证。 

更一般地，有如下矩阵上界成立（如何证明？）： 

11 1 1 11

1

N

N NN N NN





   
   


   
      

A A A

A A A

                     （H-4） 

式中，左边主矩阵假定为非负定对称阵，子矩阵
11, , NNA A 为任意阶对角分块方阵， 1i  且 1

1
1

N

ii
 


 。 

附注（柯西不等式）：设 , ( 1,2, , )i ix y R i N  ，则有如下不等式成立 

    
2

2 2

1 1 1

N N N

i i i ii i i
x y x y

  
                              （H-5） 

上式中，令 20 1ix  、 2

1
1

N

ii
x


 且 2 21/i iy x ，则可简化为 2 2

1

N

ii
N y


 。进一步，若记 2

i iy  ，则立

即有 2

1
0

N

ii
N


  ，且满足 1i  和 1

1
1

N

ii
 


 。 



 

210 
 

 

I 三阶非奇异方阵的奇异值分解 

三阶方阵的奇异值分解在姿态阵的最优估计中有着重要的应用，这里对其作专门的讨论。 

对于任意三阶非奇异的实方阵 A， TB A A必定是对称正定阵，记B 的特征值为 1 2 3 0     ，

称 i i  （ 1,2,3i  ）为矩阵 A的奇异值。由矩阵理论知，非奇异矩阵 A总可进行如下奇异值分解 

A UDV                                    （I-1） 

其中
1 2 3diag( )  D ，U 和V 均为三阶单位正交矩阵。 

对于一般的实矩阵，可以采用 Householder 变换和 QR 算法直接进行奇异值分解；此外，如果能先

求解得B 的特征值和特征向量，再进行 A 的奇异值分解是比较容易的，考虑到B 是实对称的，可采用

QR 算法、雅可比法或雅可比过关法求解其特征值和特征向量。上述有关方法可参见数值算法之类书籍，

此处不再赘述。 

考虑到三阶矩阵的特征多项式为三次多项式，因而可以直接使用三次方程的求根公式求得特征值，

再根据特征值逐一求解特征向量。因此，下面采用求根法直接求解实对称阵B 的特征值，再求解其特征

向量，进而实现 A的奇异值分解。该方法的优点是计算量小。 

对称矩阵B 的特征多项式为 

 

 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

2

11 22 33 23 12 12 33 13 23

13 12 23 22 13

3 2

11 22 33

2 2 2

11 22 11 33 22 33 23 12 13

11 22 33 1

( ) det( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

(

B B B

f B B B

B B B

B B B B B B B B B

B B B B B

B B B

B B B B B B B B B

B B B B



  



   



 



  

     

  

          

  

   

     

 

I B

2 2 2

1 23 12 33 12 13 23 13 22

3 2

2 )B B B B B B B B

a b c  

  

   

           （I-2） 

其中 

11 22 33

2 2 2

11 22 11 33 22 33 23 12 13

2 2 2

11 22 33 11 23 12 33 12 13 23 13 22

( )

( )

( 2 )

a B B B

b B B B B B B B B B

c B B B B B B B B B B B B

   


     


     

 

ijB （ , 1,2,3i j  ）为矩阵B 的第 i 行 j 列元素，且有
ij jiB B 。 

作变量替换 

3

a
x                                       （I-3） 

代入式（I-2），可得如下不含二次项的特征方程 
3 0x px q                                     （I-4） 

其中 
23

3

b a
p


 ，  

32 9 27

27

a ab c
q

 
  

针对三次方程（I-4）的求解，首先构造判别式 
3 2

27 4

p q
                                    （I-5） 
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再根据判别式的正负符号确定根的情形，可分为如下三种： 

（1）当 0  时，有一个实根和一对共轭虚根 

1 1 2

2 3 1 1 2

1 3
, ( )

2 2

x k k

i
x x x k k

 



   


                        （I-6） 

其中 

3
1

1
4 8

2
k q    ， 3

2

1
4 8

2
k q    ， 12 i  

（2）当 0  时，有三个实根，且其中两个相等 

3
1 1

1
2 3

2
4 or sign( ) 3

3

2

x q x q p

x
x x


    


   


                   （I-7） 

特别地，当 0p q  时，有三个相等的零实根，即 1 2 3 0x x x   。 

（3）当 0  时，有三个互异实根 

1

2 3

2
3 cos

3 3

2 2π
, 3 cos( )

3 3

x p

x x p






 


  



                       （I-8） 

其中 

9
arccos

2 3

q

p p
 


 

最后将 1 3x x 代回式（I-3），即可求得矩阵B 的特征值。假设将经过大小排序之后，矩阵B 的特征

值记为
1 2 3 0     。 

注意到B 为对称正定阵，其特征值
1 、

2 和
3 均为正实数，则方程（I-4）的根

1x 、
2x 和

3x 也必为

实数，因此在上述求根公式中只有情形（2）和（3）会用到。此外，根据韦达定理，特征方程

3 2( ) 0f a b c        的根与系数之间存在如下关系 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

a

b

c

  

     

  

   


  
  

                           （I-9） 

由于
1 、

2 和
3 均为正实数，对比分析上式中的三个表达式可以看出，最大根的量级为 a ，最大根与

次大根之积的量级为 b ，据此不难推知，最小根的量级为 /c b ，且最大根与最小根之比的量级为

/ ( / ) /a c b ab c   。现定义特征方程 ( ) 0f   的条件数（量级）为 

 cond ( )
ab

f
c

                               （I-10） 

在求解一元三次特征方程 ( ) 0f   之前，可先使用条件数进行初步判断，如果条件数太大，则容易

出现数值计算的不稳定，比如判别式（I-5）可能计算不准确，将会影响后续根的类型判断，甚至出现判

断为复根的情形。对于实际最优化问题而言，当条件数太大时，通常认为数值解是无意义的，应当予以

舍弃。 

根据矩阵理论知，实对称矩阵存在完备的正交特征向量系，即存在两两正交的特征向量，利用这一

性质有助于简化B 的特征向量求解过程。以下按照特征值重复情况求解特征向量。 

（1）当有三重特征值时，即
1 2 3    ，则可直接构造三个特征向量 
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1

1

0

0

 
 


 
  

v ，  
2

0

1

0

 
 


 
  

v ，  
3

0

0

1

 
 


 
  

v                          （I-11） 

（2）当有一个二重特征值时，即
1 2 3    或

1 2 3    。与
2 对应的特征向量

2v 满足方程 

2 2( )  I B v                                  （I-12） 

记
2 C I B ，则有 rank( ) 1C ，这说明C 的三个行向量之间是线性相关的。在矩阵C 中寻找绝对值最

大的元素（理论上可以是任意不为 0 的元素），假设为
ijC ，则有 

 1 2 3i i i iC C C C v v                            （I-13） 

其中，
iC 表示矩阵C 的第 i 行向量，而

ijC （ , 1,2,3i j  ）为矩阵C 的第 i 行 j 列元素。 

如果 1j  或 2j  ，可直接构造特征向量 

 
T

2 2 1 0i iC C v                              （I-14） 

而如果 3j  ，则直接构造特征向量 

 
T

2 3 20 i iC C v                              （I-15） 

当
1 2 3    时，使用如下方式构造特征向量 1v 和 3v  

1 2i v C v ，
3 1 2 v v v                            （I-16） 

而当
1 2 3    时，使用如下方式构造特征向量 3v 和 1v  

3 2i v C v ，
1 2 3 v v v                            （I-17） 

（3）当有三个互异特征值时，与
1 对应特征向量 1v 满足方程 

1 1( )  I B v                                   （I-18） 

同样，若记
1 C I B，则有 rank( ) 2C ，这说明C 的三个行向量应在同一平面上（规定零向量可在任

意平面上），且至少有两个是不相互平行的，计算如下三组行向量的叉乘 

1 1 2t  v C C ， 
2 2 3t  v C C ， 

3 3 1t  v C C                   （I-19） 

理论上
1 2 3, ,t t tv v v 三者相互平行，只要不是零向量均可作为特征向量，但在数值上可选取模值最大者，作

为
1 对应的特征向量 1v 。 

对于特征向量 2v 求法类似于 1v ，而针对特征向量 3v ，可选择 3 1 2 v v v 。 

最后，将特征向量 1 2 3, ,v v v 做规范化处理，令 

31 2

1 2 3

 
  
 

vv v
V

v v v
                           （I-20） 

则有 

BV VΛ                                （I-21） 

其中
1 2 3diag( )  Λ 。 

将 TB A A和 2Λ D 代入式（I-21），得 
T 2A AV VD                               （I-22） 

上式两边同时左乘 T 1( )A 并右乘 T
V ，可得  

T 1 T T( ) A A VDDV UDV                       （I-23） 

其中记 
T 1 T 1 2 T 1 1( ) ( ) ( )      U A VD A A A VD A VD V VD AVD           （I-24） 

不难验证U 是单位正交阵，即有
T

T T 1 1 T 1 1( ) ( )       U U A VD AVD DV A AVD I 。 

至此，按前述步骤便可实现三阶非奇异阵的奇异值分解，即依次获得矩阵 1/2D Λ 、V 和U 。 

下面给出两个重要的与最优估计有关的定理及其证明。 

定理 1：对于三阶非奇异矩阵 A，若其奇异值分解为 TA UDV ，则 TC UV 是最接近于 A的单位
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正交矩阵，“最接近”的含义是使如下指标函数达到最小 
3 32 2

1 1
( ) ( ) minij iji j

J C A
 

     C C A                    （I-25） 

或者说，C 是 A的最优单位正交化矩阵。 

证明：式（I-25）等价于 

 T( ) tr ( ) ( ) minJ    C C A C A                         （I-26） 

考虑约束条件 T C C I ，采用拉格朗日乘数法，构造拉格朗日函数 

 T Ttr ( ) ( ) ( )oJ     C A C A Θ C C I                       （I-27） 

其中Θ是拉格朗日乘子矩阵，且Θ为对称矩阵。 

考虑到矩阵的迹的求导规则 

T T Ttr( ) tr( )
 

 
 

A X X A A
X X

      Ttr( ) 2





AX X AX
X

 

将式（I-27）对待定矩阵C 求偏导，并令其等于 0，得 

 

T T T T T

T T T T

T T

tr( )

tr ( ) ( )

2 ( )

oJ 
     

 


     


     

C C C A A C A A ΘC C Θ
C C

I Θ C C C A A C A A Θ
C

I Θ C A 0

               （I-28） 

由上式可求解得 

( ) A C I Θ                                     （I-29） 

再将上式左乘其转置，得 

   
TT

T 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

  

    

A A C I Θ C I Θ

I Θ C C I Θ I Θ

                        （I-30） 

由上式可求解得 
T 1/2( )  I Θ A A                                 （I-31） 

将式（I-31）代入式（I-29），可解得最优待定矩阵 
T 1/2( ) C A A A                                  （I-32） 

若矩阵 A（近似）表示姿态矩阵，则应当有det( ) 0A ，容易验证式（I-32）负号解不满足要求，应舍去。 

最后，将奇异值分解 TA UDV 代入式（I-30），得 
1/2

T 1/2 T T T T

T T 1/2 T T T 1/2

T T 1 T

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )




 



    

 

 

C A A A UDV UDV UDV

UDV VDDV UDV VDV VDV

UDV VDV UV

                （I-33） 

定理 1 得证。 

若将奇异值分解改写成如下形式 
T T T   A UDV UV VDV CS                         （I-34） 

其中记 TC UV 为单位正交阵， TS VDV 为对称正定阵，即有det( ) 0S ，式（I-32）表示三阶方阵的

正交对称分解形式。 

定理 2：对于三阶非奇异方阵 A，若其奇异值分解为 TA UDV ，则在所有单位正交阵中，取 TC UV

将使如下指标函数达到最大 
T( ) tr( ) maxJ  C CA                              （I-35） 

证明：式（I-33）等价于 

 T T T

T T *

( ) tr( ) tr ( )

tr( ) tr( ) tr( )

J  

   

C CA C UDV

CVDU U CV D C D

                （I-36） 
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其中记 
* TC U CV                                  （I-37） 

显然， *
C 是单位正交阵。再记 * *( )( 1,2,3)ijC i, j C ，将式（I-34）按元素展开，注意到 * 1ijC  ，可得 

*

* * *

11 12 13 1

* * *

21 22 23 2

* * *

31 32 33 3

* * *

11 1 22 2 33 3

1 2 3

( ) tr( )

0 0

tr( 0 0 )

0 0

( )

( )

J

C C C

C C C

C C C

C C C







  

  



   
   

    
     

  

  

C C D

                 （I-38） 

由于奇异值
1 2 3 0     （如果仅有一个零奇异值上式也成立），所以上式等号当且仅当

* * *

11 22 33 1C C C   时成立，这正好对应于 * C I 。根据式（I-37），可立即求得最优矩阵 

TC UV                                    （I-39） 

定理 2 得证。 

最后指出，在定理 1 和定理 2 中，当det( ) 0A 时，有det( ) 1C ，则C 可表示右手阵，即表示两个

右手直角坐标系之间的姿态变换阵。 
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J Matlab 仿真程序 

 

1. 捷联惯导静态误差仿真 
 

glvs 
L = 30*arcdeg; wN = wie*cos(L); wU = wie*sin(L); tL = tan(L); eL = sec(L); 
Ts = 10;  T = 24*hur; t = (0:Ts:T-Ts)'/3600; len = length(t); 
Ut = [[0.0;0.0;0.0]*dph; [100;00]*ug; 0; 0]; 
X = zeros(7,len); X(:,1) = [[0;0;0]*arcmin; [0;0]; [0;0]/Re]; 
Ft = [ 0    wU  -wN  0     -1/Re   0   0 
      -wU   0    0   1/Re   0     -wU  0   
       wN   0    0   tL/Re  0      wN  0   
       0   -g0   0   0      2*wU   0   0   
       g0   0    0  -2*wU   0      0   0   
       0    0    0   0      1/Re   0   0   
       0    0    0   eL/Re  0      0   0 ]; 

[Fk, Bk] = c2d(Ft, eye(size(Ft)), Ts); Uk = Bk*Ut;  % 离散化 

for k=2:length(t) 
    X(:,k) = Fk*X(:,k-1) - Uk; 

%     X([4:7],k) = 0; % 纯失准角 

%     X([1,3,5,6,7],k) = 0; % 东向通道 

%     X([2,3,4,6,7],k) = 0; % 北向通道 

%     X([3],k) = 0; % 水平通道 

%     X([2,4],k) = 0; % 北向和方位通道end 

mysubplot(311, t, X(1:3,:)/arcmin, 't / hur', '\phi_E ,\phi_N \phi_U / \prime'); 
mysubplot(312, t, X(4:5,:),       't / hur', '\deltav_E ,\deltav_N / m/s'); 
mysubplot(313, t, X(6:7,:)/arcmin, 't / hur', '\deltaL ,\delta\lambda / \prime'); 

 

2. 勒让德多项式仿真 

 

x = -1:0.01:1;  c = ' -k -b -r-.m--g :c'; 
figure 
for n=0:5 
    P = legendre(n, x); 
    for k=0:n 
        subplot(2,3,k+1); xlabel('x'); ylabel(sprintf('P_n^%d(x)',k)); 
        if n==0, w=4; elseif n==1, w=1; else w=2; end 
        hold on, plot(x, (-1)^k*P(k+1,:), c((3*n+1):3*(n+1)), 'linewidth',w); 
        xlim([-1.03 1.03]); 
    end 
    grid on; 
end 
subplot(2,3,1); ylim([-1.1 1.1]);  legend('n=0','n=1','n=2','n=3','n=4','n=5') 

 

3. 球谐函数仿真 

 

function shplot(n, m, cs) 
% Spherical harmonics plot, with n-degree m-order. 
% cs=1 for cos, cs=0 for sin. 
% 
% Example: 
% n = 6; 
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% for m=0:n 
%     subplot(2,n+1,m+1);    shplot(n,m,1); 
%     if m>0, subplot(2,n+1,n+1+m+1); shplot(n,m,0); end 
% end 
%  
% By Yan Gongmin@NWPU, 24/02/2016 
    dtheta = pi/20; 
    theta = 0:dtheta/2:pi; 
    lambda = 0:dtheta:2*pi; 
    the1 = repmat(theta, length(lambda), 1); 
    lam1 = repmat(lambda', 1, length(theta)); 
    r = ones(size(the1)); 
    x = r.*sin(the1).*cos(lam1); 
    y = r.*sin(the1).*sin(lam1); 
    z = r.*cos(the1); 
  
    P = legendre(n, cos(theta), 'norm'); 
    if nargin<3, cs=1; end 
    if cs==1 
        c = cos(m*lambda)'*P(m+1,:); 
        str = sprintf('cos(%dVlambda)xP_%d^%d(cosVtheta)', m,n,m); 
    else 
        c = sin(m*lambda)'*P(m+1,:); 
        str = sprintf('sin(%dVlambda)xP_%d^%d(cosVtheta)', m,n,m); 
    end 
    surf(x,y,z,c); axis equal 
    idx = strfind(str,'V'); str(idx)='\'; 
    title(str) 

 

4. WGS-84 正常重力场仿真 
 

glvs; 

GM = 3.986004415e14;  Re = 6.378136998405e6;  wie = 7.292115e-5;   % WGS-84地球参数 

ff = 1/298.257223563;   Rp = (1-ff)*Re; 
ge = 9.780325333434361; gp = 9.832184935381024; 
m = Re*wie^2/ge; beta = 5/2*m-ff; beta1 = (5*m*ff-ff^2)/8; beta2 = 2*GM/sqrt(Re*Rp)^3; 
C = zeros(11);  S = C; 

C(1:2:11,1) = [1;                       -0.108262982131*10^-2/sqrt(5); % WGS-84正常重力

系数 

        0.237091120053*10^-5/sqrt(9);   -0.608346498882*10^-8/sqrt(13);  
        0.142681087920*10^-10/sqrt(17); -0.121439275882*10^-13/sqrt(21) ]; 
hgt = [0, 5000, 10000, 20000];  lat = (1:89)*arcdeg; 
res1 = zeros(length(lat),length(hgt)); res2 = res1; res3 = res1; res4 = res1; 
for hk=1:length(hgt) 
    for lk=1:length(lat) 
        L = lat(lk); h = hgt(hk); 
        slat = sin(L); clat = cos(L); slat2 = slat^2; clat2 = clat^2; 
        gLh = (Re*ge*clat2+Rp*gp*slat2)/sqrt(Re^2*clat2+Rp^2*slat2)-beta2*h;  % Somigliana 
Equ. 
%         gLh = ge*(1+beta*slat2-beta1*slat2^2)-beta2*h;  % approximate 
        gn = egm(GM, Re, wie, ff, C, S, L, 0, h); 
        res1(lk,hk) = gn(2); res2(lk,hk) = gn(3); res3(lk,hk) = gLh;  
        res4(lk,hk) = 8.08e-9*h*sin(2*L);  
    end 
end 
mysubplot(121, lat/arcdeg, [-res1./abs(res2),res4./abs(res2)]/arcsec, 'L / \circ', '\xi / arcsec') 
mysubplot(122, lat/arcdeg, [abs(res2)-res3]/ug, 'L / \circ', '\delta g / \mug') 
legend('h=0m', 'h=5,000m', 'h=10,000m', 'h=20,000m'); 
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function gn = egm(GM, Re, wie, f, C, S, lat, lon, hgt) 
    N = length(C)-1;  % order 
    C = [C(:,1)*sqrt(2),C(:,2:end)*2];   S = [S(:,1)*sqrt(2),S(:,2:end)*2]; 
    slat = sin(lat);  clat = cos(lat);  slon = sin(lon);  clon = cos(lon); 
    e2 = 2*f-f^2;  RN = Re/sqrt(1-e2*slat^2); 
    x = (RN+hgt)*clat*clon;  y = (RN+hgt)*clat*slon;  z = (RN*(1-e2)+hgt)*slat; 
    phi = atan2(z,sqrt(x^2+y^2));  r = sqrt(x^2+y^2+z^2);  dL = lat-phi; 
    theta = pi/2-phi;  sth = sin(theta);  cth = cos(theta); 
    Pnm = zeros(1,N+1); Pn_2m = Pnm; Pn_1m = Pnm; dPnm = Pnm; 
    P = zeros(N+1); dP = P; 
    for n=0:N  % legendre 
        n1 = n+1; 
        if n==0, 
            Pnm(n1) = 1/sqrt(2); 
            dPnm(n1) = 0; 
        else 
            Pnm(n1) = sqrt((2*n+1)/(2*n))*Pn_1m(n1-1)*sth; 
            Pnm(n1-1) = sqrt(2*n+1)*cth*Pn_1m(n1-1); 
            if n>=2 
                m = 0:n-2; k = 1:n-1; 
                Pnm(k) = sqrt((2*n+1)./(n^2-m.^2)) .* ... 

                    (sqrt(2*n-1)*cth.*Pn_1m(k)-sqrt(((n-1)^2-m.^2)./(2*n-3)).*Pn_2m(k)); 
            end 
            dPnm(n1) = n*cth/sth*Pnm(n1); 
            m = 0:n-1; k = 1:n; 
            dPnm(k) = n*cth/sth*Pnm(k)-sqrt((2*n+1)/(2*n-1)/sth^2*(n^2-m.^2)).*Pn_1m(k); 
        end 
        P(n1,:) = Pnm; 
        dP(n1,:) = dPnm; 
        Pn_2m = Pn_1m; Pn_1m = Pnm; 
    end 
    N0 = (0:N)'; 
    Rr = (Re/r).^N0;  % (Re/r)^n 
    clon = cos(N0*lon)';   slon = sin(N0*lon)'; 
    CP = C.*P;  SP = S.*P; 
    xx = -Rr*(N0'.*slon).*CP + Rr*(N0'.*clon).*SP; 
    yy = (Rr*clon.*C + Rr*slon.*S).*dP; 
    zz = (N0+1).*Rr*clon.*CP + (N0+1).*Rr*slon.*SP; 
    gE0 = GM/r^2/sth*sum(sum(xx)); 
    gN0 = -GM/r^2*sum(sum(yy)) - wie^2/2*r*sin(2*theta); 
    gU0 = -GM/r^2*sum(sum(zz)) + wie^2*r*sth^2; 
    gn = [gE0, gN0*cos(dL)-gU0*sin(dL), gN0*sin(dL)+gU0*cos(dL)]'; 

 

5. EIGEN-6C4 垂线偏差 
 
glvs; 

% load egm2190;  % download egm2190.mat: https://yunpan.cn/ck5mQtScUbqJP （提取码：

3c93） 

GM = 0.3986004415E+15;  wie = 7.2921151467e-5;  Re = 0.6378136460E+07;  ff = 
1/298.257;  

N = 150;  % 选择重力场系数阶数 

lat = (-89.5:89.5)*arcdeg;  res = zeros(length(lat),3); 
for k=1:length(lat) 
    gn = egm(GM, Re, wie, ff, egmc(1:N,1:N), egms(1:N,1:N), lat(k), 101*arcdeg, 0); 
    res(k,:) = gn'; 
end 

https://yunpan.cn/ck5mQtScUbqJP
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mysubplot(111, lat/arcdeg, -[res(:,1)./res(:,3),res(:,2)./res(:,3)]/arcsec, 'L / \circ', 'Deflection / 
arcsec');  
legend('\eta', '\xi'); xlim([-90,90]); 

 

6. RTS 平滑算法 

 

function [Xs, Ps] = RTS(Phi, Xf, Pf, Xf1, Pf1) 
    Xs = Xf;  Ps = Pf; 
    for k=length(Phi)-1:-1:1 
        Ks = Pf{k}*Phi{k}'*Pf1{k}^-1; 
        Xs{k} = Xf{k} + Ks*(Xs{k+1} - Xf1{k+1}); 
        Ps{k} = Pf{k} + Ks*(Ps{k+1} - Pf1{k+1})*Ks'; 
    end 

 

7. 三阶矩阵的奇异值分解 

 

function [U, D, V] = svd3(A)  % A = U*D*V' 
    [V, D] = eig3s(A'*A); 
    D1 = sqrt(diag(D)); 
    D = diag(D1); 
    U = A*V*diag(1./D1); 
 

function [V, D, iter] = eig3s(A)  %雅可比法求三阶对称阵的特征值及特征向量 

    D = A;  V = eye(3); th = 1e-15; 
    for iter=1:100 
        D12 = abs(D(1,2)); D13 = abs(D(1,3)); D23 = abs(D(2,3)); 
        if D12>th && D12>=D13 && D12>=D23             
            afa = atan2(2*D(1,2),D(1,1)-D(2,2))/2;  sa = sin(afa); ca = cos(afa); 
            C = [ ca  -sa  0;   sa  ca  0;   0   0   1]; 
        elseif D13>th && D13>=D23 && D13>=D12 
            afa = atan2(2*D(1,3),D(3,3)-D(1,1))/2;  sa = sin(afa); ca = cos(afa); 
            C = [ ca  0   sa;  0   1   0;  -sa  0   ca]; 
        elseif D23>th && D23>=D12 && D23>=D13 
            afa = atan2(2*D(2,3),D(2,2)-D(3,3))/2;  sa = sin(afa); ca = cos(afa); 
            C = [ 1   0   0;   0   ca  -sa;  0   sa  ca]; 
        else 
            break; 
        end 
        V = V*C; 
        D = V'*A*V; 
    end 

 

8. QR 分解 

 

function [Q, R] = mgs(A)  % A = Q*R. 
    [m, n] = size(A); 
    if n>m,  error('n must not less than m.'); end 
    R = zeros(n); 
    for i=1:n 
        R(i,i) = sqrt(A(:,i)'*A(:,i)); 
        A(:,i) = A(:,i)/R(i,i); 
        j = i+1:n; 
        R(i,j) = A(:,i)'*A(:,j); 
        A(:,j) = A(:,j)-A(:,i)*R(i,j); 
    end 
    Q = A; 
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9. 乔莱斯基分解 

 

function A = chol(P)   % P = A’*A 
    n = length(P); 
    A = zeros(n); 
    for i=1:n 
        for j=1:i-1 
            A(i,j) = (P(i,j)-A(i,1:j-1)*A(j,1:j-1)')/A(j,j); 
        end 
        A(i,i) = sqrt(P(i,i)-A(i,1:i-1)*A(i,1:i-1)'); 
    end 
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K 练习题 

 

1. 证明 ( ) 2

2

sin 1 cos
e ( ) ( )

 

 

 
    V I V V 为单位正交阵，其中记三维向量

T

x y zV V V   V 且其模

值 2 2 2

x y zV V V    V 。 

2. 对于三维向量V ，若u是 ( )V 的单位特征向量，证明 ( )RV M V u也是 ( )V 的单位特征向量，其中

是不为零的实数。（提示：可先证明 T( ) ( ) ( ) ( )RV RV RV RV  M V M V M V M V ，本题说明反对称阵

的复单位特征向量是不唯一的） 

3. 试推导矩阵微分方程： ( )b b b

i bi i C ω C 。 

4. 证明右手单位正交阵与右手直角坐标变换之间存在一一映射关系。 

5. 证明右手单位正交阵与“312”欧拉角参数（或“313”欧拉角参数）之间存在一一映射关系（欧拉

角表示的奇异点除外）。 

6. 给出“东-北-天(-3)12”欧拉角定义下的姿态阵。 

7. 已知坐标变换矩阵表达式为 2sin ( ) (1 cos )( )i

b       C I u u ，其中u为从参考坐标系（ i 系）到动

坐标系（b 系）的等效转轴、为转角。若有 i 系绕其oz 轴转动 角度得 'b 系，接着 'b 系绕其 'x 轴

转动 角度得 ''b 系，最后 ''b 系绕其 ''oy 轴转动 角度得 '''b 系，试求坐标变换矩阵表达式
'''

i

bC 。 

8. 用四元数Q 表示坐标系转动，证明Q 和 ( )Q 表示相同的转动。 

9. 对于四元数Q ，验证
QM （或 

QM ）是正规矩阵，说明
QM （或 

QM ）的特征值及特征向量的特点。 

10. 记C 为方向余弦阵，
0 vq Q q 是与C 对应的四元数，罗德里格参数定义为

0/v ql q ，证明凯莱

（Cayley）变换公式： 1( )( )    C I l I l 。 

11. 设
0 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆq q q q   Q i j k 为非零四元数，
0 1 2 3

ˆ ˆ/ q q q q    Q Q Q i j k 为Q̂ 的规范化四元数，证明

在指标函数
3 2

0
ˆ( ) ( ) mini ii

J q q


  Q 下，Q 是最优单位四元数。 

12. 讨论：在姿态阵 i

bC 中，至少需要已知几个元素，才能唯一确定剩余所有元素。 

13. 思考：与左手姿态阵对应的四元数（如果存在的话）是什么样子的？ 

14. 证明刚体定点转动的欧拉定理：刚体连续有限次转动可等效为一次定轴转动。（提示：可按坐标变换

阵→四元数→等效旋转矢量思路） 

15. 在三子样圆锥误差补偿算法中，证明如下两种补偿公式是等价的 

 
9 27

( ) (1) (2) (3) (1) (3) (2) (3) (1)
20 40

m m m m m m m mT Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ       θ θ θ θ θ θ θ θ      （1） 

9 27
( ) (1) (2) (3) (1) (3) (2) (3)

20 20
m m m m m m mT Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ      θ θ θ θ θ θ θ          （2） 

16. 假设地理坐标系（ g 系）原点
gO 相对于地心地固坐标系（ e 系）的矢径为

egR ，试比较 e

egR 与 g

egR 之

间的区别。 

17. 已知运载体（b 系）相对于惯性参考坐标系（ i 系）的角运动由陀螺测量，采用间隔
1 10mss m mT t t    ，

陀螺角增量输出为  
T

2sin 2π 3cos2π 0m m mft ftΔθ （角分），其中 0.1f  。令初始 0t  时刻b 系

与 i 系重合，对 0 ~ 10st  内的运载体姿态角进行 Matlab 编程仿真，完成： 

（1）假设每段时间
1[ , ]m mt t

内运载体均做单轴转动，比较方向余弦阵和四元数法之间的差别； 

（2）比较“单子样+前一周期”、单子样、二子样、三子样旋转矢量误差补偿算法之间的差别。 

提示：由姿态阵 i

bC 求解姿态角的公式为 
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32

31 33

12 22

as in( )

atan( / )

atan( / )

C

C C

C C










 
  

 

其中，
ijC 表示 i

bC 的第 i 行 j 列元素。 

18. 飞机在地球旋转椭球模型上进行定位，给出地理坐标 ( , , )P L h 与地心地固直角坐标系 ( , , )e e eP x y z 之

间的相互转换关系公式。 

19. 若给定地球模型的四个基本参数：半长轴 6378140meR  ，扁率 1/ 298.257f  ，地心引力常数

14 3 2GM 3.986004418 10 m /s  ，地球自转角速率 57.2921151 10 rad/ sie   。试求如下正常重力模

型中的参数
eg 、  、

1 和
2 ： 

2 2

1 2(1 sin sin 2 )eg g L L h       

20. 若在卫星上使用惯导系统，是否存在休拉振荡周期？是否存在高度通道不稳定问题？ 

21. 在 Kalman 滤波中，证明下列公式之间相互等价： 

第一组 
T T 1

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k



  K P H H P H R                        （a） 

T 1

k k k k

K P H R                                （b） 

第二组 

/ 1( )k k k k k P I K H P                            （a） 

T T

/ 1( ) ( )k k k k k k k k k k   P I K H P I K H K R K                （b） 

T T

/ 1 / 1( )k k k k k k k k k k   P P K H P H R K                     （c） 

1 1 T 1

/ 1k k k k k k

  

 P P H R H                          （d） 

22. 巡航导弹沿直线飞向目标，目标处设有一监视雷达，雷达对导弹的距离进行观测。假设（1）导弹初

始距离 100km，速度约为 300m/s，基本匀速飞行，但受空气扰动影响，扰动加速度为零均值白噪

声，方差强度 2 30.01m / sq  ；（2）雷达观测频率 0.5Hz，观测误差为零均值白噪声，均方差为 10m。

试完成： 

（1）导弹运动及雷达量测建模，Matlab 仿真生成导弹运动轨迹及雷达量测值； 

（2）设计离散时间 Kalman 滤波器； 

（3）利用雷达量测对导弹的距离和速度进行滤波估计，作图给出估计误差。 

23. 试求解如下连续时间随机系统的 Kalman 滤波方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t

t t t t

  


 

X F X G w

Z H X v
     

T

T

T

E[ ( )] , E[ ( ) ( )] ( )δ( )

E[ ( )] , E[ ( ) ( )] ( )δ( )

E[ ( ) ( )]

t t t t

t t t t

t

 

 



   


  




w w w q

v v v r

w v

0

0

0

 

其中，情况 1： 

0 0( ) 0, ( ) 1, ( ) 1, ( ) 0, ( ) 1, ( ) 0, ( ) 1t t t t t t t      F G H q r X P  

情况 2： 

  0 0

0 1 0 0 1 0
( ) , ( ) , ( ) 1 0 , ( ) 1, ( ) 1, ( ) , ( )

0 0 1 0 0 0
t t t t t t t

       
             
       

F G H q r X P  

24. 题大意与第 14 题差不多，但这里假设导弹在 100-150s 存在 21m / s 减速机动，即在 150s 时速度大

小约减为 250 m / s ，之后继续匀速飞行，然而整个飞行过程中监视雷达仍认为导弹是匀速的。试使

用遗忘滤波进行滤波估计，并与常规 Kalman 滤波估计效果比较，适当调整遗忘因子大小使得遗忘

滤波效果相对较好些。 

25. 题大意与第 14 题差不多，但这里假设雷达量测噪声均方根在 0-150s 时为 10m，而之后突变为 50m。
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试使用自适应滤波进行滤波估计，并与常规 Kalman 滤波估计效果比较（在常规 Kalman 滤波中雷

达量测噪声均方根始终为 10m）；画出量测噪声自适应估计结果图，看其噪声估计效果如何。 

26. 对第 14 题作事后 RTS 区间平滑，结果与常规 Kalman 滤波精度比较。 

27. 对于系统噪声为有色噪声的定常系统 

1 1 2k k k k

k k k

x x w w

y Hx v

     


 

     其中     

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0

k k j kj

k k j kj

k j

w w w Q

v v v R

w v

  


 




 

, , ,H Q R 均为已知常数。试推导该系统的 Kalman 滤波方程。 

28. 对于状态噪声为有色噪声的定常系统 

1 1k k k

k k k

x x w

y Hx v

   


 

 

其中 

1 2 21 2k k kkw a w a w        且有     

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0

k k j kj

k k j kj

k j

Q

v v v R

v

  



  


 




 

1 2, , , , ,H a a Q R 均为已知常数。试推导该系统的 Kalman 滤波方程。 

29. 对于量测噪声为有色噪声的定常系统 

1 1k k k

k k k

x x w

y Hx v

   


 

 

其中 

1 1 2 2 2k k k kv a v a v         且有   

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0, E[ ] δ

E[ ] 0

k k j kj

k k j kj

k j

w w w Q

R

w

  



  


 




 

1 2, , , , ,H a a Q R 均为已知常数。试推导该系统的 Kalman 滤波方程。 

30. 有一物体（比如航空炸弹）从 10000m 高空释放（这里假设初速度为 0），释放后铅垂下落。下落过

程中，该物体在竖直方向上受三种力：（1）重力加速度（9.8 2m / s ）；（2）空气阻力，其大小与速度

平方成正比（即 2f v阻
），假设空气阻力系数  =0.001（1/m）；（3）扰动噪声，功率谱密度 0.01 

2 3m / s 。假设在距离落点水平径向 1000m 处有一观测雷达，对该落体进行实时观测，雷达观测频率

1Hz，测距误差 r =10m（1 ），俯仰角测角误差 =1°（1 ）。试利用雷达测量对该物体的高度

和速度作实时估计。（提示：使用 EKF 滤波，时间更新 0.1s。） 



r
h

 
图 I-1 

31. 有一飞行器从 1000m 高空铅直往下降，初始速度为 10m/s，下落过程接近匀速（即升力与重力基本

保持平衡），但受微小的空气扰动影响，扰动加速度噪声功率谱密度为 0.01 2 3m / s 。飞行器上配备有

气压高度表和无线电雷达高度表两种设备进行高度测量，假设两种设备是实时同步测量的，频率均
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为 10Hz，气压高度表测量噪声 10m（1 ），雷达高度表测量噪声 5m（1 ）。试使用经典 Kalman

滤波（即集中滤波）、序贯滤波和联邦滤波三种滤波方法估计飞行器的实时高度和速度，并比较三种

方法的状态估计及其均方差结果（仿真离散化周期采用 0.1s）。 
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